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DU STYLE ALA FIXATION

La plupart des styles «plantés » apportent un défaut de construction dans la zone
immédiatement supérieure a I’implant (f.1)
Le support (mur) y est plus fin, donc fragile. Solution : modifier la fixation.

Cas général : «(f.2) la zone de fixation peut recevoir une embase ou empattement décoratif
quelconque. I est alors facile de cheviller cette plaque au bon endroit, le style pouvant étre
fixé a celle-ci de plusieurs fagons.
a) Sur une articulation, la pose et le réglage 4 I’aide de gabarits seront grandement
facilités (angle et rotation), particuliérement dans le cas d’un style de grande
dimension (f.3).
[1 faudra de plus, assurer et garantir la situation avec la pose d’un chevalet (f.4).
b) Si le style n’est pas trés grand, il pourra étre vissé ou soudé a I’embase du support.
Une seule «jambe » suffit a garantir la durabilité de la situation.
¢) Pour les endroits trés sollicités, il faudra opter pour un style trés épais en rapport
avec I’agression éventuelle ; un profilé de laiton 15 x 25 mm par exemple
(Connerré). 11 faut pouvoir escalader le cadran sans I’endommager, il est alors
parfois difficile de concilier «élégance et solidité... (Genk).

Deuxiéme cas (restauration ) : rien de la fixation ne doit paraitre, le style doit sembler
«planté » (£.5).

a) dessiner la surface ou sera situé le style.
b) dessiner I’axe du style 4 la bonne valeur angulaire.
¢) dessiner les cotés externes du barreau utilisé pour le style.

Le style «brut » sera «forgé » a chaud pour obtenir 1’angle
mur/style + 90°, de maniére a ce que la partie servant a la
fixation soit bien perpendiculaire au plan du mur (d)

Une équerre pour rapporter I’angle sur le métal chaud, peut étre fabriquée a ’aide d’une chute
de «fer blanc » (boite a conserve démontée).

On prépare ensuite un barreau d’une section d’environ trois fois celle du style. Ce barreau
sera percé en son centre d’un trou de diameétre légérement supérieur a celui du style ; sa partie
extérieure sera rainurée grossiérement pour augmenter la liaison au mortier de fixation (e, D)
C’est le dessin qui déterminera la distance «x » de cette «cheville » par rapport au centre
mathématique du cadran. Il faudra donc s’appliquer a bien situé cette cheville. Le style pourra
alors étre inséré et collé (polyester ou a I’époxy).

Trés souvent métallique, le style peut étre d’acier inoxydable : ¢’est clinquant, solide et
contemporain. On peut lui donner un aspect «vieux-fer » par un traitement thermique. Fait de
laiton (qualité BL2), il aura une trés belle patine brune le faisant ressembler au fer oxydé.

Le fer devra étre le plus souvent proscrit, car il laisse des traces d’oxydation sur le support.
Ces coulures sont souvent indélébiles.

ik
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|_SUR UNE METHODE DE DETERMINATION DE LA DECLINAISON GNOMONIQUE |

Dominique COLLIN
T.R. Maths — Sciences Physiques
Lycée Professionnel du Détroit
62 107 -- Culuis.
Email : deollin@hotmail.com
Site web : hitp:/Mww.multimania.com/gnomonic/

Résumeé

La construction du cadran solaire vertical déclinant du Collége République & Calais a fait I'objet de plusieurs
éludes a la fois théonques et pratiques qui ont aboutit a sa construction qui s'est achevée le 02 juillet 1999. Il a été
mene a celte occasion une étude sur la déclinaison gnomonique, paramétre qui s‘avére indispensable dés que I'on
s'intéresse aux plans verticaux ou inclinés.

On présente tout d'abord au paragraphe 1 une introduction posant la definition générale de cet angle, puis une
liste des méthodes de détermination de la déclinaison. Le paragraphe 2 expose en détail la méthode de Ia
planchette, méthode retenue pour mesurer l'orientation du mur du College. Le paragraphe 3 conceme ['étude des
erreurs de mesures. On donnera par-la méme une idée sur la résolution angulaire théorique de cette méthode.
Comme pour toute série de mesures une étude statistique doit étre menée afin de compenser la dispersion des
mesures autour dune valeur moyenne. C'est I'objet du paragraphe 4.

Pour les exemples numériques, on s'est aidé du jeu des 47 mesures effectuées entre mars et novembre 1996,

1. Introduction

I.1  Définition de la déclinaison gnom onique

Avant de présenter la méthode de mesure et son étude détaillée, faisons le point sur cet angle et
proposons-nous de le définir complétement. On le présentera de deux facons : I'une par la trigonométrie
sphérique (donc sur la sphére). l'autre dans le plan de I'horizon et se prétant donc a sa mesure (méthode
géométrique).

Ll.1.1 La déclinaison d'un plan vertical

"La déclinaison d'un plan vertical est un angle orienté, mesuré depuis le sud vers I'ouest entre la
direction du méridien et la demi-droite perpendiculaire au plan vertical".

En d'autres termes, la déclinaison d'un plan vertical n'est pas autre chose que l'uzimut de la direction
perpendiculaire a ce plan. Le signe de l'angle permet de connaitre directement quelle est la face du plan
qui est exposé et prét a recevoir les gravures.

La mesure de cet angle, désignée généralement par la lettre D, est exprimée souvent a l'aide de sa
mesure principale qui est telle que :

D €]-180:+180]

On donne dans les figures « et b les configurations géométriques possibles de la déclinaison pour un
plan vertical.

D. Collin 1 13/10/99



Fig. a: Cadran vertical : D< 0. Fig. b : Cadran vertical : D > 0.

LT A
L1

1.1.2 La déclinaison d'un plan incliné

Précédemment, la déclinaison était vue comme étant un angle défini dans le plan de I'horizon. Or
pour un plan d'orientation quelconque, la normale n'est plus dans ce plan, et puisque c'est le plan de
I'horizon qui nous servira A déterminer la mesure de D, il faut rechercher une forme voisine du cas
précédent.

Dans le cas des figures a et b, on voit en fait que la déclinaison n'est pas autre chose que l'angle entre
deux plans particuliers (ceux qui ont étés grisés) : le plan du méridien et le plan normal au plan du
cadran. Donc vue sur la sphere, la déclinaison gnomonique aura pour définition générale (voir figures ¢
et d):

"La déclinaison d'un plan d'orientation et d'inclinaison quelconque est l'angle diédre formé par le
plan du méridien et le plan normal au plan du cadran".

N ]

Les figures c et d permettent d'envisager une définition pratique. Pour exploiter la déclinaison dans le
plan de I'horizon, on peut énoncer de fagon équivalente, "qu'il s'agit d'un angle orienté mesuré depuis le
sud vers l'ouest, entre la direction du méridien et lu demi-droite perpendiculaire i lu trace du cadran
incliné sur le plan horizontal”,
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Les deux fagons de considérer cet angle sont explicitées dans la figure ¢ pour D<0 et la figure o pour
D>0.

1.2 Les méthodes de mesure

L'existence de nombreuses méthodes de mesure met bien en évidence le caractére fondamental de ce
parameétre pour la gnomonique.

Les méthodes de détermination de la déclinaison gnomonique peuvent &tre classées en deux
catégories. On distingue les méthodes qui utilisent des points d'ombre. de celles qui utilisent la direction
de ['ombre.

Le classement proposé est le suivant :

- par des relevés de points d'ombre -

* méthode du faux style'
* méthode analytique®

- par des relevés de la direction de l'ombre -

* méthode de la méridienne horizontale et ses dérivés’
* méthode des azimuts
* méthode de la planchette (deux variantes)*

Il existe d'autres méthodes qui n'utilisent pas directement I'ombre d'un gnomon, c'est par exemple le
cas de la boussole. Sa précision, selon le soin que I'on s'efforcera de donner, ne fournira comme chiffre
significatif que le chiffre des dixieémes (compas dc relévement). La méthode que l'on va étudier et
"pousser” jusqu'au bout, permettra de gagner une décimale, le chiffre des centiemes de degré.

1.3 Lechoix de la méthode

On n'a pas pu expérimenter tous ces procédés dans le cas du "mur” du College République. Aussi,
notre choix a été de suivre la méthode préconisée dans l'article de R. Sagot paru dans "L'Astronomie",
bulletin de la Société Astronomique de France -- février 1988. Cette méthode porte le nom de "méthode
de la planchette".

On a mis en ceuvre cette méthode, rencontré des difficultés qui toutes ont €tés résolues, tenté de
rendre plus rigoureux et méthodique la saisie des mesures par la construction de grilles de mesures, d'un
tableau récapitulatif de toutes les configurations des ombres par rapport a la normale au mur et au
méridien, ensuite de modéliser les erreurs de mesures afin d'avoir un ordre de grandeur de la précision
de cette méthode et enfin appliquer une statistique a I'ensemble des mesures.

C'est cette étude que |'on résume dans ce qui suit.

2. La méthode de la planchette
2.1 Le principe général

Cette méthode consiste a relever sur un plan horizontal la direction de la projection de |'ombre d'un
fil 2 plomb. La mesure de cette direction combinée avec celle du soleil au méme instant fournira la
valeur de la déclinaison. Précisons qu'il n'est nul besoin de déterminer de méridienne pour obtenir
I'azimut du soleil ou la déclinaison du mur. Pour I'azimut du soleil, c'est le calcul qui nous fournira sa
valeur a tout instant désiré.

La position de 'ombre prise par rapport a la perpendiculaire au mur, donnera accés au signe de la
déclinaison et a la formule A utiliser (voir tableau 1, §2.3.4, pour toutes les configurations possibles des
ombres du fil 2 plomb ainsi que les formules correspondantes). Ceci sera nécessaire et suffisant pour
déterminer la nature déclinante du cadran. On aura alors la mesure algébrique de I'angle orienté qu'est la
déclinaison.
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Pour obtenir une valeur plus précise on répétera un certain nombre de fois I'expérience au voisinage
d'une méme heure a une date donnée, puis sur plusieurs dates 2 intervalles suffisants.

La valeur moyenne calculée sera considérée comme un estimateur’ de la valeur vraje recherchée, de
méme que ['écart type du jeu complet des mesures sera considéré comme caractérisant la dispersion des
mesures autour de ['estimateur. L'intervalle de confiance (2 95% par exemple) permettra d'obtenir un
encadrement de la valeur moyenne dans I'hypothése ou les erreurs de mesures obéissent a une loi
normale (gaussienne) et sera donc pour nous le meilleur intervalle dans lequel est censé se trouver la
valeur vraie de la déclinaison. II sera associé a la précision de |'estimateur de la valeur vraie.

2.2 Ledispositif expérimental
2.2.1 Le matériel

La liste ci-dessous donne le strict minimum de ce dont aura besoin l'apprenti gnomoniste pour
effectuer ses mesures.

- Une table de dimension 80x80 cm au minimum
- Un niveau a bulles (ou deux pour plus de commodité) pour assurer I'horizontalité de la table
- Un trépied de photographe ou d'un télescope (tripode)
Un fil a plomb
- fil épais (diameétre =~ 8 mm)®
- masse
- Systéme amortisseur (récipient + eau)
- Une regle graduée (50 cm)
- Du Papier kraft blanc et de dimension suffisante (100x80 cm)
- Du Ruban adhésif pour fixer la feuille de papier kraft sur la table
- Un bon chronométre réglé quelques instants avant la série de mesures sur I'horloge parlante
~Un crayon a papier a pointe fine potir marquer toutes les informations utiles qui seront
exploitées ultérieurement.

2.2.2 La mise en place du montage

[l faudra dans l'ordre efféctuer les opérations suivaates :

- placer un "plan de travail" contre le mur

- fixer le papier kraft et marquer toutes les références utiles a une exploitation ultérieure de la
feuille (Cf. Annexe A)

- poser tout le matériel nécessaire sur la table avant le réglage de I'horizontalité

- assurer a ['aide de deux niveaux a bulle I'horizontalité du plan de travail (Opération délicate et un
peu longue ; donc avoir un peu de patience et du soin)

- tracer sur la feuille de papier une parall¢le au mur et ce. au plus prés du mur

- positionner et régler le trépied et le fil 2 plomb afin d'obtenir une ombre exploitable sur la feuille

- assurer la stabilité du fil a plomb par le systéme amortisseur.

2.3 Acquisition et traitement des mesures

A une date donnée, on effectue une série de mesures d'indice i=/...., n. Dans tout ce qui suit et pour
simplifier, on considérera une mesure numérotée i. Toutes les grandeurs, y compris le temps. seront
affectées de l'indice i, signifiant ainsi qu'elles se rapportent a I'i-iéme mesure d'une méme expérience.
L'entier n sera donc le nombre total de mesures effectuées a une date donnée.

2.3.1 Le mode opératoire

Le schéma du montage ainsi que les notations utilisées se trouvent dans les figures | et 2 ci-dessous.
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Fig. 1& 2 Les notations utilisées et les angles mesurés
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Aprés la mise en place du montage. les relevés de la direction de l'ombre peuvent commencer.
Simultanément si possible :

- marquer deux points sur un méme bord de l'ombre

- l'un noté A, intersection de I'ombre avec la paralléle au mur’

- I'autre noté B,, le plus éloigné possible de cette parallele, donc au plus prés du pied du fil a
plomb

- noter I'heure en repérant d'abord les secondes, les minutes, et enfin I'heure

- numéroter soigneusement le couple de points (A;:B,) d'aprés les notations employées sur les
figures précédentes.

Pour recommencer, d'une part sans devoir attendre que I'ombre se soit nettement déplacé, et d'autre
part pour obtenir un plus grand nombre de mesures centrées autour d'une méme heure®. on procede de la
fagon suivante :

- déplacer |égerement le systéme {trépied + fil 2 plomb} de facon a obtenir une ombre voisine de
la précédente .

- contrdler et assurer la stabilité du fil 2 plomb

- marquer deux points bien distincts situés toujours sur le méme bord de l'ombre et ce. pour toute
la série. Ceci est important.

- leur attribuer un numéro suivit de 'instant du marquage (indice i)

- et ainsi de suite...

Réaliser au moins une dizaine de relevés d ombre (n=10)
Ce travail constitue la premiére étape de la méthode de la planchette.

2.3.2 Mesure de I'angle K,

On exploite maintenant la feuille de mesure (on est donc au bureau d'étude).

[l faut tout d'abord déterminer les angles formés par les directions des ombres du fil a plomb avec la
normale au mur. On se référera aux figures 1 et 2 pour le schéma de principe.

On désignera par K I'angle entre 'ombre A,B, et la normale au mur (demi-droite qui n'est pas utile de
matérialiser). Pour mesurer K, on utilisera de préférence la méthode des cordes, qui, bien que
relativement ancienne, donnera la meilleure précision possible (en tout cas bien mieux qu'un rapporteur
du commerce !). Et ce qui est trés important c'est que l'on pourra évaluer 'erreur théorique commise sur
cette fagon de procéder et c’est ce qui sera fait ci-aprés.

On mesure la longueur ab, ol « et b sont respectivement les intersections de la paralléle au mur et de
la direction de l'ombretavec l'arc de cercle de centre A; et de rayon R; = 500 mm. Ce sera la longueur de
la corde notée C,.

On obtiendra K, par la relation”:

sin K =1-2C*
(C; étant a exprimer en métre).
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Puis, on réitére l'opération pour autant de direction d'ombres que l'on a relevées (i = 1..... n). On pourra
trés efficacement consigner toutes ces informations dans un tableau (cf. annexe A).

2.3.3 Calcul de I'azimut du soleil

Cet azimut peut étre obtenu au moins de trois fagons :

- a partir d'une formule issue de la trigonométrie sphérique
- a partir d'une publication des éphémérides
- a partir d'un logiciel d'astronomie fournissant les éphémérides du soleil.

Pour ce qui nous concerne on a utilisé le logiciel "éphémérides" (fonctionnant sous windows)
fournissant directement l'azimut Az,. évitant ainsi de passer par les calculs de I'angle horaire (t,) et de la
déclinaison du soleil (o). (On prendra garde a I'azimut : ce logiciel compte les azimuts depuis le nord)

Pour les calculateurs, on donne en annexe B, un organigramme de calcul mettant en relation les
données astronomiques indispensables pour effectuer [a détermination de la déclinaison gnomonique.

2.3.4 Calcul de Ia déclinaison gnomonique D,

On dispose a ce stade des angles K; et Az. Ces angles ne peuvent pour l'instant étre combinées, car
I'un est un angle géométrique (K;). l'autre un angle orienté'(Az;). Pour déterminer a la fois la valeur et
le signe de D, on procéde en deux temps.

Tout d'abord, on considére la valeur absolue de I'azimut, puis :

I. On calcule la valeur géométrique en choisissant dans le tableau 1 ci-dessous la relation qui
donne D..
2. Lesigne de D, se lit dans ce tableau sur la méme ligne correspondant au cas de figure.

- L'angle orienté D, est ainsi complétement déterminé.

On trouvera ci-dessous un tableau contenant toutes les situations possibles entre I'ombre relevée, la
direction du méridien et la normale au cadran. 11 suffira de comparer la valeur absolue des angles Az et
K pour savoir quelle est la formule 2 utiliser. Ce tableau fourni €galement le signe de la déclinaison et
donc la nature déclinante du cadran (matin ou soir).

Tab.1: Tableau récapitulatif des positions des ombres dans la frrémode de la planchette

Position de 'ombre par rapport a la normale au mur

Signe Az | < K Az > K s < K ou JAz|> K

Cadran déclinant du 2 Ombre 8 GAUCHE Ombre a DROITE Ombre 8 GAUCHE
MATIN avec Az >0 avecAz <0 avec Az <0
Cadran déclinant du 4 Ombre a DROITE Ombre a CAUCHE Ombre a DROITE
SOIR avec Az <0 avec Az >0 avec Az >0
FORMULES D=K -|A:| D=|A:|- K D=|A:|+ K
0 21 42 sont 98 sigres oonirares D et Az sont de meémea sigre 0 at A7 sont e méma wgrg

e ! : . Mg 3 .
St cette condition se produit, c'est que lombre du fil 3 plomb se trouve entre la méridienne et la normale au cadran
Exemple :

Soit le 13/03/96, a 13"53™15° TU -

K=30.13° et Az=+3308
Caleule Musurd
avec une ombre sitiée a gauche de la normale au mur. Quelle est alors la déclinaison de ce mur ?
Solution : On constate que Az>0 et |4z|> K. Dans le tableau 1 on lit que la formule a utiliser pour
calculer D est : D =|Az|- K, puis que le cadran est déclinant du "soir".
Conclusion : D=+2,95°.
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2.3.5 Les modéles de grille de mesure

Afin de faciliter la lecture des données, les calculs et leurs exploitations tant sur le terrain qu'au
bureau. on concoit aisément que seul un tableau ou une grille permet cette souplesse et la rigueur
qu'exige toute expérience. On trouvera en annexe des modéles de grilles, parmi d'autres, qui ont servi a
la campagne de mesure. On en donnera deux, suivant que l'on utilise ou non un logiciel pour les
éphémérides. Se reporter & ['unnexe A.

3. Essaisur I'analyse des erreurs de mesures
3.1 Classement des actions expérimentales

Toute la description au §2 a porté sur une seule mesure numérotée i. et dont le traitement a conduit A D,.
Etant donné que l'on a n mesures effectuées a une date donnée, on aura alors un ensemble de n valeurs :
{D.Ds....,D,}. Ensemble de valeurs dont la dispersion dépendra du soin de l'expérimentateur, tant lors
de l'installation que lors de 'exploitation. Si I'on veut tenter de déceler les différentes sources d'erreurs
responsables d'une dispersion faisons d'abord un classement de toutes les actions effectuées lors de cette

expérience et attribuons a chacune d'elles une erreur probable notée € nvi~- La bonne compréhension
de toutes les manipulations effectuées au cours de cette expérience permet de ne retenir que les actions
qui sont susceptibles de produire une part d'erreur non négligeable.

Tab2. : Table des erreurs commises dans la méthode de la planchette

Actilons effectuées Erreurs

- Pour la mesure de Az -

1. Releve de I'instant du marquage, £, AAZ
2. Calcul de I'azimut du soleil, N
z AL
- Pour la mesure de l'angle K :
I. Report sur la feuille d'une paralléle au mur, g
2. Horizontalité de la table, Wi
3. Report d'unc longueur de 500 mm, ey
4. Tracé de la demi-droite A;B,, o
5. Stabilité du fil 2 plomb, €5 AK
6. longucur utile de 'ombre, £
7. Probléeme de pénombre, £ 5
8. Diametre du fil & plomb, £ o
2.
9. Mesure de la longucur de la corde, €
corde
10. Caleul de l'angle K. €K

L.e but que 'on se propose est de chercher A évaluer les erreurs Eyction > COMposantes des erreurs
sur la détermination des angles K et Az. On montrera qu'il y a deux principales sources d'erreurs dans la

détermination de K. L'une que I'on pourra évaluer (ey), l'autre qui ne sera pas directement quantifiable,
car composée de la somme d'erreurs elles-mémes non quantifiables et probablement corrélées et que

LN &
l'on désignera par le terme d'erreur de parallélisme (&),
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3.2 Incertitude sur la déclinaison : DD
On suppose que l'incertitude sur la déclinaison gnomonique provient de la superposition de toutes les
erreurs engendrées par les actions listées précédemment. Sous cette hypothése de travail, on peut écrire :
AD = AAz + AK (M

Ot AAz et AK, représentent les erreurs globales dues aux actions expérimentales.

3.3 Incertitude sur le calcul de I'azimut (DA z)

Le calcul de I'Azimut du soleil ne nécessite que la connaissance de I'instant t; d'une mesure i.
L'expérimentateur n'agit sur l'azimut que par l'intermédiaire du seul temps t;, et on admettra que le
temps t; n'agit que sur la connaissance de Az'". On admettra également que cet azimut est

‘correctement” déterminé pour chaque t. Ce qui revient a dire que €,, est parfaitement négligeable
devant les erreurs instrumentales AK.
Comme le temps est supposé étre bien maitrisé et correctement évalué lors des marquages ', on
assure donc que :
AAz << AK 2

De 12, I'incertitude sur la déclinaison devient
AD= AK 3)
3.4 Incertitude sur la mesure de I'angle K (DK)

[l est facile de constater d'aprés le tableau 2 que I'incertitude sur la mesure de K provient de deux
sources bien distinctes :

- du calcul de K aprés avoir mesuré la corde C,
- du relevé "physique” de ['ombre sur le papier kraft.

Analysons en détail ces deux sources d'erreur.
3.4.1 Evaluation de I'erreur ey surl'angle K due it une erreur e, sur la longueur C de la corde

On peut avoir acces a l'erreur théorique commise dans cette méthode de mesure de I'angle K. Partons
de la relation vue au §2.3.2 (pour un rayon de 500 mm et pour une mesure n° i) :

sink =1-2C’ (4)
en différenciant et aprés une petite transformation'" :
2
K = —"‘-'_'_JLIIC (5)
| -C

En premiére approximation, on pourra confondre la différentielle dK avec la différence finie £ qui
elle. est mesurable. € est l'erreur sur l'angle K due a une erreur de mesure sur la longueur de la corde.
De la méme facon, on pourra confondre dC avec €.,y 4 condition que €. <<C.

On aura donc :

2

_—_T E('rar e (6}
S

kK|=e, e € =
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Si l'on construit maintenant une table des valeurs donnant ex en minutes de degré en fonction des

valeurs prises par la corde C et pour différentes valeurs probables pour g,y on aura. sachant que les
longueurs sont en mm :

Tab.3 : Table des ¢, pour R = 500 mm

;é'_":n“;l";;drsso 400 | 4350 | s00 | ss0
0,25 1'8 1’9 1'9 20 2
0.50 37 | 38 | 38 | 40 | &1
0.75 55 | 66 ] 58 | 60 | 62
7.00 73 | 75 § 77 | f9. | B2
1.25 92 | 94 | 96 | 99 | 103
1.50 10 | 113 | 175 | 178 | 123
175 128 | 131 | 135 | 139 | 144
2,00 14'7 150 154 15'9 16'5
2,25 4" 16'5 16'9 173 17'9 18'5

On s'est limité a ces longueurs des cordes puisqu'expérimentalement on n'a pas été en-dessous de 400
mm ni au-dessus de 550 mm (cf. unnexe C). Admettons que les cordes soient mesurées au demi-
millimetre prés (c'est-a-dire ¢, = 050 mm) alors on peut lire dans le tableau 3 que l'erreur commise sur
I'angle K sera de l'ordre 4 de degré. Ce qui, il faut le reconnaitre, n'est déja pas si mal ! Mais-—¢'est
théorique, d'autant plus que I'erreur sur 'angle K n'admet pas pour seule composante des erreurs dues a
la mesure de la longueur de la corde.

On retiendra que pour toutes les mesures des cordes (et dans le cas des expériences menées pour la
mesure de la déclinaison du cadran du CLG République) :

£, =4
3.4.2 Autres erreurs commises sur I'angle K -- Erreurs de parallélisme

Les autres sources d'erreur viennent des actes délicats : | 1] a [8]. Intéressons-nous a l'erreur [8] du
tableau 2, puisqu’il se trouve que le fil 2 plomb conditionne I'image formée sur le plan de travail a savoir
lombre.

Le probléme central a ce stade est que le soleil est une source étendue et non ponctuelle. L'image
formée sur le plan horizontal est donc conique et ainsi les deux bords de I'ombre du fil ne sont pas
paralleles ! Alors, quels bords de I'ombre faut-il prendre au moment de la mesure ? Et que mesure-t-on
avec un seul bord de I'ombre ? On se reportera a la figure 3 ci-dessous pour comprendre 'influence de
ce nouveau facteur.

Pour répondre a ces questions, on a réalisé I'expérience suivante :
on releve simultanément, avee un fil a plomb de diamétre 5 mm, la direction des dewx bords de l'ombre. Fn un
méme instant 1, si possible, on marque les couples de points : (A, B) pour le premier bord et (A, ; B,") pour le

denxieme bord de U'ombre.

L'ensemble des mesures effectuées se trouve a ['anneve C, feuilles /-« et [I-h.

o ]
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Fig.3 : Influence de I'épaisseur du fil & plomb dans la formation de 'ombre.
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Pour pouvoir comparer les deux jeux de mesures, on applique un traitement statistique. On calcule la
valeur moyenne de la déclinaison obtenue en considérant chaque bord. puis on calcule I'intervalle de

confiance des deux valeurs obtenues. En s'étant appliqué sur tous les autres points | 1] a [6]. on a obtenu
les valeurs suivantes :

Tab.4 : Résultats des mesures lorsque celles-ci sont prises de chaque cété du bord de I'ombre.

Moyenne (7))

Ecart ty pe o

Précisionsur 77

différence

2°46'20"

406"

309

3°06'28"

441"

336"

20'08°

On constate un écart de 20' de degré en moyenne entre ces deux valeurs. Ce qui est considérable en
regard de la précision obtenue. Puisque la déclinaison D, a été obtenue en passant par la mesure de K.
cela donne en fait un excédent de (20- 4') c'est-a-dire 16 de degré. Dans le tableau 3, on peut lire que
I'incertitude sur la position des demi-droites A B,. est alors de 2 mm puisque 0.40 < C, <0,45mm,
alors que I'on s’est assuré que ['erreur sur la mesure de la corde était de I"ordre de 0.50 mm. La premiere
source d'erreur g abordée précédemment ne suffit pas a elle seule a expliquer cette diftérence. Il faut
admettre que d'autres erreurs peuvent se superposer a l'erreur commise sur la longueur de la corde. De
I'expérience précédente on en déduit qu'il faut attribuer cet excédent au relevé de la direction de 'ombre
et en général a tout ce qui concours au releve de cette direction. Le diametre du fil A plomb peut
entacher lourdement la détermination de la déclinaison gnomonique. et peut méme fausser la mesure.
Cependant celui-ci ne sera pas le seul responsable de l'apparition de mesures marginales. Il suffit de
penser par exemple que le fil & plomb n'a pas été bien stabilisé ou encore que la longueur de I'ombre est
trop courte ou alors trop longue (c'est le probléme de la pénombre)...

On introduira la natation € pour désigner cet excédent. Il faut voir dans ¢ toutes les accumulations
des actions produisant un défaut de parallélisme des bords de I'ombre et dont le diamétre du fil 2 plomb
(que I"on aura soin de corriger) et la mesure de la longueur de la corde ne suffiraient 2 justifier (sont
donc concernées les actions [1] & [7] du tableau 2). Ce défaut de parallélisme se produit.toujours et ne
peut &tre que seulement réduit (cela dépend en partie de ["expérimentateur et c’est une source
supplémentaire d’erreurs systématiques).
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Par conséquent on est en droit d'écrire :

€ =Ye M
I

Un calcul direct d'incertitude, comme on a pu le faire pour le calcul de I'angle K par l'intermédiaire

de la mesure de la corde, est impossible a faire pour évaluer les €/;. La seule chose dont on est siir ¢'est
que ceux-ci agissent sur la connaissance de K et donc de D.

3.5 Modélisation des erreurs de mesure

Les sources d'erreur restent encore nombreuses et non quantifiables'. On retiendra qu'il existe deux
principales sources d'erreur sur I'angle K pour une mesure i -
- €% : pour la mesure de la corde C.
- € : pour tout ce qui concerne la direction de l'ombre AB.

L’incertitude sur la mesure de la corde s'écrira :

AK:EK"'EE . (8)
/
AK =¢, +¢ (9)

[La "forme" de l'ombre du fil est importante et il appartient a l'expérimentateur de juger si le
"parallélisme” des bords de I'ombre est réalisé ou non sur la portion utile au moment du marquage des
reperes (estimation d'un facteur de qualité ).

Dans cette méthode de la planchette. I'incertitude sur la déclinaison pour une mesure donnée pourra
s'écrire :

AD=¢g¢,_ +¢ (10)

Et si I'on pose
B foc g Lo ntidveri iy =42, (11)

Alors on doit s'attendre a obtenir pour chaque mesure :

AD=(g+ )xge, avec ¢g=1.2... (12

L'entier naturel g caractérisera la qualité du montage expérimental pour ce qui est des actions [1] a
[10]. Une fagon d'évaluer ¢ est de réaliser I'expérience décrite en §3.4.2. et de comparer les deux valeurs

obtenues. La différence devra étre de I'ordre de ¢xey.

4. Compensation par les moindres carrés d'un ensemble de mesures

4.1 Introduction

On a pu associer a chaque mesure un intervalle dans lequel on pense étre sir que se trouve la valeur
cherchée : il s'agit de I'intervalle ]Q -(¢q;+Dxe. 1D +(g, +1)x s,\.[. On dispose en fait d'un autre

moyen pour obtenir une information sur cette incertitude mais cette fois-ci non pas sur une mesure mais
sur un ensemble de mesures.

Chaque mesure est.porteuse d'une information (de bonne ou mauvaise qualité), et celle-ci se retrouve
dans la dispersion des mesures dont on se sert pour évaluer l'intervalle de confiance que I'on peut
accorder a la moyenne que l'on va calculer a partir de toutes ces valeurs. Il ne faut pas penser qu'il suftit
de faire une infinité de mesure pour améliorer Ia précision du résultat. Rappelons que les statistiques
sont prévues pour traiter des erreurs aléatoires. Elles font une compensation autour d'une valeur centrale
de la dispersion d'un ensemble donné de mesures, en supposant justement que les erreurs aléatoires sont
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centrées. Et c'est tout. Elles ne traitent pas des erreurs systématiques (celles du type € en contiennent)
qui ont pour effet de déplacer la valeur centrale qu'est notre moyenne.

4.2 Traitement des mesures et valeur retenue pour D
4.2.1 Modéle stochastique

On trouvera dans le tableau 5 le formulaire a utiliser dans le cas trés fréquent ou le nombre n de
mesures est faible. On a recours alors a la loi de Student qui traite le cas d'un faible nombre de mesures.

Tab. 5 : Formulaire statistique

Cas d'un trés grand Cas de 7 mesures
nombre de mesures z
Lot de gauss Lo de Student
V I i { n
aleur movenne T
. D D=—YD,
n =l
“cart ty, (D,- D)*
o g On -1
Fi=
n-1
Intervalle de o
i =0 l 96 -1l I -l
confiance 2 95% Tas ey
Jn Jn

[.¢ coefticient de Student 7 sera a choisir suivant le nombre de mesures et le niveau de confiance que
F'on désire accorder aux mesures (en général un niveau de confiance de 95% est satistaisant).

On donne dans le tableau 6 les valeurs des pourcentages fgg5 de la distribution de Student selon le
nombre n de mesures effectuées'.

Tab. 6 : Valeurs des t, 45 dans la distribution de Student.

Nombre de mesures 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
i 12711 430 | 318 | 278 | 257 | 245 [ 236 | 231 | 226 | 2.23

Nombre de mesures 12 i3 14 15 16 17 18 19 20 25
£ 220 (218 ) 216 | 214 [ 213 | 211 | 212 ] 210 | 209 | 206

Nombre de mesures 30 40 50 60
finss 204 | 202 ) 201 1200} ... | 19

4.2.2 Application numérigue

On se reportera & l'unnexe C ol I'on trouvera la grille complte des 47 mesures effectuces pour la
détermination de la déclinaison gnomonique du mur du CLG République. On calcule grace a un tableur
(comme Excel) et pour le total des 47 mesures :

- la valeur moyenne D
- I'écart type o
- I'intervalle de confiance & 95% en prenant tygs.

S ]
Pour déterminer I'azimut du soleil et la déclinaison on a effectué les calculs de deux fagons :

- par le logiciel "éphémérides”.
- par la trigonométrie sphérique (voir l'annexe 3 pour 'organigramme de caleul).
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Tab.7 : Résultats statistiques sur la mesure de la déclinaison du mur du College République & Calais .

Intervalle de
Moyenne Ecarttype | confiance & 95"
(f,-r_-;_’. =2(” )

el R A T
Par la
TRIGONOMETRIE D, =3°0455" | % =173%| AD =5
SPHERIQUE v .

L'écart type nous renseigne sur la dispersion, tandis que 'intervalle de confiance 3 95%. qui est une
plage située de part et d'autre de la moyenne. nous informe de la précision globale de nos mesures

(AD).
Soit a peine 1" de degré entre les deux valeurs moyennes de la déclinaison ce qui confirme bien que
AAz<<AK dans notre expérience. Les dispersions des deux séries de mesures sont trés voisines. On peut

dire que les deux séries ont la méme précision. Le trés faible écart entre les deux moyennes montre que
['exactitude est la méme.

L'erreur probable sur D pour I'ensemble com plet des mesures est de :

Cette erreur est du méme ordre de grandeur que g¢. On a donc fait mieux que ce que prévoyait par la

relation (12) et ce, malgré |'étendue des mesures qui est de 1°. La valeur retenue pour la déclinaison du
mur sera :

(D = AD) = (3°06' =0°03 )

C'est cette valeur qui a permis d'effectuer le plan du cadran et d'en réaliser une maquette ; maquette
qui a €t¢ installée et laissée sur le mur durant les années 1996, 1997, 1998 : en attente de la construction
a la dimension réelle du cadran du Collége République (Réalisation finale : 02 juillet 1999).

Remarque :

Le défaut du fil & plomb a été corrigé afin de minimiser ¢ On a confecture qu'il était nécessuire de disposer
d'un fil a plomb ayant un diamétre d'awe moins 8 millimetres. et qu'tl ne fallait pus dépasser une longueur d'ombre
de 40 centimetres pour marquer les points A j et B En effet si le fil a plomb est trop mince soit on a plus d'ombre
du tout. soit on apercoit un cone d'ombre et on ne sait plus oi mettre les reperes. Si le fil est suffisamment épais,
d'une part. l'image formée est un peu plus nette et d'autre part l'image est plus longue de la base du plomb a lu
parallele au mur et les deux bords "semblent” nettement plus paralléles. Faut-il rappeler qu'il est nécessaire
d'avoir comme condition un soleil bien brillant et suffisamment haut dans le ciel ?

Ln tout état de cause, dans les autres mesures on a essayé le plus possible d'améliorer le relevé des directions
des ombres afin d'abaisser au plus de la moitié cette erreur de "parallélisme". Le but étant d'obtenir € =¢ . Muis
on ne pourra pas l'atteindre avec une seule mesure... Et en ce sens augmenter le nombre de mesures en restant
pour chacune d’elles dans le critére précédent. ne pourra que rendre meilleure la détermination de D.
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5. Conclusion sur la précision fournie par la méthode de la planchette

A propos de la méthode :

I. La résolution angulaire est de 1'ordre de g.

Pour donner une valeur numérique théorique, elle est de 'ordre de 2 d’angle si €.,,.=0.25 mm et
C, < 550 mm. Elle ne sera pratiquement jamais atteinte.

2. Une mesure sera telle que sa précision est de |'ordre de (g+/)xe .
Pour g=10, on pourra estimer que la mesure est vraiment mauvaise, mais cependant elle est
porteuse d’information. Pour g=1, la précision est de 2¢4 (AD=2s,).

3. Pour n mesures, seule une étude statistique permettra de donner une valeur numérique a AD. On
a vu au §4 quel est le modéle a utiliser pour tirer parti au mieux des mesures (surtout lorsque
n<20) afin de diminuer le facteur de qualité g, ¢ est-a-dire compenser les défauts des mesures en
supposant qu’elles ne soient pas systématiques. On peut déja avancer qu’une étude statistique sur

un ensemble de mesures devrait donner une précision comprise dans I'intervalle |eq:2g].

A propos du choix du modéle statistique :

La lot de probabilité de Student doit étre appliquée lorsque 1'on a a faire a un faible nombre de
mesures, ce qui est toujours le cas en ce qui concerne la détermination de la déclinaison gnomonique.
En effet, suivant les conditions, il ne sera pas possible de réaliser un grand nombre de mesures comme
on a pu le faire ici. Les conditions qui restreignent les mesures peuvent étre lides a la disponibilité du
matériel, du personnel (il faut au minimum étre deux), de la météo, de |'accessibilité du site. des
criteres liés au colit qui imposent un délai (location d'un échafaudage...) etc....

Extension possible :

Pour finir, signalons que les méthodes de mesures citées au paragraphe 12 méritent d étre
expérimentées et analysées ‘comme on I’a fait ici. [l serait intéressant de comparer leur performance
(pour ne pas dire précision) et ainsi déterminer leur exactitude. A condition bien siir que le mur
déclinant soit le méme pour |'expérimentation de toutes les méthodes. Ces travaux sont en cours.
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A.  Modeéles de grille de mesures

[ Annexes

En utilisant les éphémérides (Logiciels)

FEUILLER" .
Numero de
: Instant Calcul de
Da l'ombre AB, Longueur deff Calcul de | . Declmaison
B du : Pazimut du -
du fil a . la corde G K, o |gnomonique: D
Gl pomnté soleil : Az,
-;1_}'/_M;’ aal hhummess (m) (DI, xx) (DI xx) (DIP xx)
" En utilisant la Trigonométrie Sphérique (calculette)
FEALLER® ..
Nrmono (e | Heurede | Cabuldu | Ghaiden | (abodek
Iz y I det _“ 1 et E s
e | ot AR [0 R e kK| s au | s v | dsteronas {ramaares ﬁ?‘uTu
dfiamh nerdien oval: AH, sy G v i
jATTha oo {ny (L4 ) Hurmoes hhmrsa (D0 ) (T X (0P )
% 4 . S
o < I n
|
| a
I ’ ) oA ek G g
E,___ i - ) S
| { ]
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B.

Organigramme de calcul de la déclinaison gnomonique

MRS R 58 Gl gnlaiss
v '3 ? v
Corde ¢ InFias g5 Eeura ds passzaga | Déclinaisca du
Binte A 7 . § -
it {7 O ae meridisn local | soleil (&
argle Loraire’
o ARSI
du scleil
T " =
dosure do K Azimut du goleil
PECLTNATSON
GNCMGNIGUE
y ‘ Valeur zoyeane
: b | Tncertituds
Ztude statistique e
3
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C. Lagrille compléte des mesures

[ REFERENC ESDES MESURES |(__mESURES [ CALCULS 1 __DECLIHAISOHN
Hewe de || prde |l g guneTU Angle | Doclmaism Az du e
Dates passage aun|| l'ombre A Comde C,|| Caloul de K| horairedu | duSeleil: salial ke Déclmaison du cadran : D;
miridien || W i sleil :AH| & -
(hb.mm s5) (m] [deg) [deg) | deg} [eg) [deg)
13-mar-06 Paris - 1 134900 | 0,5060 27,204 26.750 2,558 31010 705 2,72
12:00.04 2 35100 | 05015 29, 27 250 2,558 32,452 2,681 2.67
[~ | CLG 3 3:53:15 | 0,4990 0,132 27,313 2568 33,081 349 2%
- 12:02:00 4 35500 | 0,495 0,725 28 25 2,66 3561 2.335 2,34
g 3 140100 3830 32,237 29.75 2 688 35,194 2,957 2,990
3 5 140400 750 33,281 20,500 2,568 5,003 2,722 2,760
=3 T 14:07 00 0,4700 33,931 31,250 -2, 663 6,807 2.3 2,920
2 14:12:00 | 10,4620 34,363 32,500 2 663 38,137 3,170 | T
27-mar-96 Paris 1 141100 | 04320 38,811 33.279 2,350 31609 2,797 2810 |
1155 58 2 1215 | 04205 %9 128 33 502 2,350 41,951 2,322 2,33
] CLG B 14.13.30_| 0 4260 39,572 33,904 2390 42,202 2,720 2,740
= 115753 4 14:19.45 | 04220 39,352 34,217 350 42,633 2, 2,70
“ 5 14:15:00 | 0,4210 40,205 34,529 2.350 42,973 2 793 2,7
-] 14:17 .00 4130 40,457 24 77 2,950 43 244 2,737 2.8
% (Bord droit de lombre) 0 l 14:20:20 4120 41,339 S 654 2,350 44, 135 2,349 B0
= | 3 142130 3075 41.904 S 904 2,350 44, 458 2552 540
9 14:2300 | 0,49060 42,092 5,279 2,850 44,857 2,765 750
27-mar-96 Faris 141100 | 04340 38557 33,279 2850 41608 3,051 If 3,080
e} 115558 F 141215 | 04310 33,038 33,592 2.350 a9 | o2 3 020
- CLG . E 14:1330_| 0,4295 39,123 33,904 2,350 42,292 [ 154 NED)
= 11:57.53 ] 14:14.45 4260 39,572 34,217 2,350 42,633 3,061 3,080
o 5 14:16:00 | 04235 39,393 4529 2,350 42,973 3,085 3,100
g 6 14-17:00 4205 40,268 4.779 2,850 43,244 2.976 2,990
2 |(Burd guuehe de Tombee) i 14 20:30 4145 41,024 3,654 2,330 44,138 3,164 3, 1810
| | 3 142130 | 04115 L0z 35,304 2,350 34 456 3,054 { 31q0
3 14:23:00 | 0,409 41,653 3,279 2,850 44 357 3.204 1L 3.220
15-2vr 96 Paris . [ 131530 | o0,5288 J[ 20,742 9,983 29.922 3,460 470
11:50:37 F 13:17:00_ | 0.5225 21117 9,933 30,421 3421 XED
— CLa 13:1300 | 05195 21,367 3,383 30,753 3,351 3,360
C] 11:52:32 7] 13:19.00 | 0,5170 27,738 21617 9,983 1,084 3,34 350
= 5 132000 | 0.5145 28,072 21,867 9,993 1415 34 3,350
3 5 13:2100 | 05110 | 28,539 22,117 9,933 31,744 205 3,210
E 7 132330 | 05055 28,271 274¢ 9,333 32,564 3,29 300
i | ] 13:2430 0,5045 29, 404 22,992 9,933 32,890 3,436 L, 500
) 13:2530_| 0,5010 29,853 23242 9,983 33,218 3,348 350
1 132630 | 05005 | 29934 23.492 9.933 33,540 3506 | 3640
22-20v-06 Puls 1 092720 | 0.4620 34.963 32,867 20,226 51,534 3434 [ 348
1136 53 z 092551 | 04645 34 544 32,458 20,226 31191 3,453 3,454
CLG - 3 09 30.00 3670 34,321 32,200 20 225 30,931 3,389 391
E’ |L11:39.42 ] 09:32:24 | 0,4700 33,931 -21,500 20,226 -30,387 1,544 551
2 5 093934 | 04750 281 31,058 20,226 29,395 3,386 3,391
el -] 09:35-20 0,4750 281 -30,367 <l 226 -29,720 3,561 3,361
a 7 09-3702 | 0,4200 32,629 30,443 20,226 29,333 3,297 ! 3,299
K 3 09400z | 04335 31,516 29,692 20,226 28,647 2,369 2,376
| 9 03:4500 | 09,4955 || 3,505 23,450 20,225 27,505 3, 3,095
10 094245 | 0,5035 29.536 27513 20,226 26,540 2,807 2,006
1L 095054 | 0,5090 28.30h 26,375 20,226 26,141 2,664 2,565
R -
| movemwx = |[ 30815 ][ 30074
| Eerrt-Type -—IL 02922 |[ 02870
#* = Par nphgmmd.ef x:::ﬁ.“. 3 0,0836 0,0820
** = Far Trign. Sphér 95%
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NOTES

[1]. Une méthode détaillée en est donnée au chapitre VI, § 170-200, pp. 101-126, de "La Gnomonique pratique (...)", de Dom
Bedos de Celles, Paris, 1760,

[2]. Clest le cas le plus général et dont le principe consiste a inverser un systeme de coordonndes alin d'en extraire des
parumetres, comme par exemple. la déclinaison gnomonique.

[3]. Cercles hindous, méthode utilisant 'instant du midi vrai pour tracer la méridicnne ctc.

[4]. La premiére méthode est celle déerite au §2 et busé sur larticle de R. Sagot dans 'dstronomie, tévrier 1988, ot sur le
chapitre [V, §2, pp.42-45, de "Gnomonigue Moderne” de D. Suvoie, dité par la SAF en 1997, La deuxiéme méthode est une
vartuante que 'on peut appeler portative, proposée par Heinz Schumacher ct que I'on peut trouver résumdce dans 'ouvrage de
Y. Oppizo "Cadrans solaires de précision”, Masson, 2" édition, 1997, pp.38-51.

[5]. On démontre que cet estimateur "valeur moyenne” est fe meilleur estimateur de la série statistique.

[6] . On justifiera au §3.4.2 pourquoi il est nécessaire d'avoir une corde aussi épaisse, ¢¢ qui. il est vrai, est tout le contraire
d'un vrai fil a plomb ou 'on cherche plutdt a avoir un fil le plus [in possible ! Bien entendu, la masse doit étre plus
importante alin de tendre la corde.

[7]. Si I'ombre n"est pas assez longue ou trop loue parce que le fil est trop ¢lotgné du mur, on ne pourra avoir directement
le point A; sur la paralléle au mur. Dans ce cas marquer un autre repere sur le méme bord de "ombre comme il a GI¢ [ait avec
Bi. Tracer cnsuite la droite A;B; pour obtenir I'interscction de 'ombre avee la paraligle au mur et POUVOIT poursuivre
I'exploitation de lu teuille.

[8]. Si 'ensemble des mesures est de préférence centré sur une heure doand, ¢'est pour assurer approximativement unc
valeur constunte A la déclinaison du soleil pour cette date. La valeur de la déclinaison caleulde 2 cet instant moycn est
sutfisante pour lecaleul de chaque azimut de la série, d'autant plus gue si cetie déclinaison est interpolée entre deux dates au
moyen d'éphémérides (comme ceux de la SAF par exemple).

[9]. La corde ab permet cn fait d'obienir dircetement langle @A b c'est-a-dire l'angle entre la parallele au mur et la direction
de l'ombre. On obtient K simplement en faisant (90°-aA.b). Ce sera l'angle entre les directions de 'ombre ct la normale uu
mur qui. rappelons-le, n'est pas utile de matérialiser. Pour un rayon R quelconque (A u=A,b=R), il faut considérer la relation

s G
plus générale: sinkK =1 = —.
2R

[10]. Rappelons qu'un angle orienté est un angle géométrique atfecté d'un sens de parcours imposé, curactérisé par le signe
+ou le signe - La convention de signe étant ici celui du sens horaire @ positif du sud vers l'ouest, négatit du sud vers l'est.
Cette valeur est ensuite ramenée dans I'intervalle |- 180 : +180] (on parle alors de mesure principale).

[11]. En fait & l'instant t; apparait le couple (A7 K,) ct de ce couple résulte unc déclinaison D,. Il intervient done a priori
aussi sur K puisque celui-ci mesure une dircction d'ombre qui n'est pas autre chose que l'azimut du soleil complé depuis unc
autre origine que le sud.

[12]. Cela demande un petit entrainement et de Forgamisation. Ce qui compte, se sont dabord les sccondes. la décision de
marquer les points A; et B; en tenant comple de la présence de la pénombre ct d'un éventucl bougé du fil & plomb.

de

avee dK cn radian, R, C ¢t dC en meétre.

[13]. Pour un rayon R quelconque on aura : K =

C-

R [l - —
4R

[ 14]. L'expérience sur fe diamétre du fil & plomb montre bicn gue les errcurs hstées au tableau 2 peuvent étre a towt moment
aleatorres mais aussi systématiques comme le suggere le probleme di a la pénombre. [l v aura toujours un délaut dans le
relevé de la direction de Tombre, car Ie soleil n'est pas unc source ponctuclle muis une source élendue : la dilfraction
"noyant” toujours l'ombre géométrique (A;B,). Ainsi. de I'expérience menée avee le [il 2 plomb, il faut en retirer que
l'augmentation du diametre du til permet d'obtenir une ombre edométrique plus nette et plus régulidre, et permet sculement
de mimmuser la duférence catre les directions des deus bords de 'ombre. Mais la diffraction aflectera towjours la direction
de Fombre. C'est done bien une erreur systématique et celle-ci n'est pas quantitiable avec les moyens dont nous disposons.
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[15]. Ce tableau est extrait de l'article des autcurs Y. Baima, A. Jorandon. S. Morlen et M. Vincent, intitulé : "Changement
de [réquence, clfet Doppler”. BUP n®804, pp. 869-884, Muai 1998 (page 878 pour le tableau des coctlicients L os).
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Le gnomon réel AQ est plus grand que le gnomon thérique AO’. Fig.2



Soit donc (fig. 1) un cadran solaire horizontal avec son style OO’ et son gnomon O’A.
Un rayon de soleil passant par O’ a I’instant t se trouve dans le vertical passant par le gnomon et
dans le plan du cercle horaire d’angle horaire t passant par OO’. Ce rayon étant commun aux deux
plans passe par P, intersection de ces deux plans avec le plan de 1’horizon.
L’angle T est I’azimut et I’angle horaire tabulaire est H & I’instant t.
Imaginons que, par erreur de construction ou par usure die au temps, le gnomon n’ait plus qu’une
hauteur égale a AQ. A I’instant t ’ombre de Q tombe en C sur la ligne d’azimut AP d’angle T. La
ligne horaire indiquée par I’ombre de C est alors OC qui ne correspond plus, bien évidemment, a
I’angle horaire de I’instant t.
Comment donc retrouver le véritable angle horaire t, donc I’heure exacte, i partir de cette
fausse ligne horaire tabulaire OC indiquéé par ce gnomon “rogné” ? :
On remarquera que AQ peut-étre considéré comme le gnomon d’un cadran solaire AQQ’
homothétique de AO’O. Toutes les lignes horaires tabulaires de AQQ’ partant de Q’ seront
paralleles a celles de AO’O partant de O puisque de méme valeur angulaire donnée par la relation
classique tgH=sin® tgt ou P est la latitude du lieu ou est situé le cadran. Donc & I’instant t, quand
I"ombre de O’ tombe en P sur la ligne tabulaire OP du cadran OO’A, I’ombre de Q tombe en C sur la
ligne tabulaire Q’C du cadran QQ’A et CQ’A=POA=H.
Les triangles CAQ’ et CAO permettent d’écrire: CA = AQ’ . CA = OA

sinH sin(T-H) sinH’ sin(T-H’)

d’on AQ’sinH = QAsinH> (1)
sin(T-H) sin(T-H”)
AQ=AQ/tgd et OA=AO’/tgd En posant AO’=a et AQ=a’ on a OA/AQ’=AOQ’/AQ=a/a’.

De (1) on tire alors _
a = sinH sin(T-H’) @
a’ sinH’ sin(T-H)
Bien que H’ corresponde a un temps faux, sa valeur angulaire est bien réelle et donnée par lecture
directe du cadran. Le “faux” temps correspondant 2 H’ sera appelé t’. Développons (2):
. g el P oo ET PR cha T
a’ sinH’sinTcosH-sinH’sinHcosT divisons par cosT
a = -1 '!_ y - ?
a’  sinH’tgTcosH-sinHsinH’ divisons par sinH

ﬂ= EEI::SII)_S' :Ii)
a’ tgTsinH’ -sinH’ divisons par sinH’
tgH



a= 1gt (tgT-sinPtgt’)

a’  tgt’(tgT-sindtgt)

L’azimut T est donné entre autre par la relation classique:

tgT = sin t ou O est la latitude et & la déclinaison du soleil.
sin®cost-cosDtgd

Remplagons donc tgT par sa valeur et I’on obtient:

tgt sint - tgt sin® tgt’
a =  sin®cost-cosPtgd -
a’ tgt’ sint -tgt’ sindtgt
sin®cost’-cosdtgd
% : o ; , TR D

tgt’sint - sin® cost tgt’ sin® tgt + cos® tgd tgt’sind tgt

A e ,
tgt’sint - sint sin*® tgt” + sin® cos® tgt tgt’tgd

divisons par tgt

a=sint - i ’ + s 7

?

a’ tgt’ cost - cost sinz_tb tgt’” + sin® cos® tgt’tgd
atgt’cost - acost sin?® tgt’l + asin®@cos® tgt’tgd = a’sint - a’cost sin?d tgt’ + a’sin®@cosPtgt’tg &
cost(atgt’-asin*® tgt’)+asin® cos® tgt’tgd = cost(a’tgt-a’sin*D tgt’)+a’sin® cosd tgt’tg &
cost(a’tgt-a’sin*d tgt’-atgt’+asin?® tgt’) = (a-a’)sin®cos® tgt’tgd
cost(a’tgt-atgt’+(a-a’)sin*d tgt’)=(a-a’)sin® cosd tgt’tgd

Posons A = (a-a’)sin?® tgt’-atgt’ et B = (a-a’)sin® cosd tgt’tgd

On obtient

cost(a’tgt+A) = B = a’sint +Acost

En posant tg (t/2) = n on peut avoir le sinus et le cosinus par les relations classiques:

sin(t/2) = _2n cos(t/2) = 1-n2

1+n? 1+n?

d’oul’équation a’2n + A _l-p? -B =0
U 142 1+n?

et a’2n+tA-An>-B-Bn2=(0 <==> (B+A)n*-2a’n+(B-A)=0  équation de type ax*+bx+c=0



Cette équation admet 2 racines. Le terme b est constamment pair puisque multiple de 2. Donc on
peut appliquer la formule simplifiée de résolution des racines.
SQR (abcd) signifie racine carrée de abced.

On aura donc en posant b’=b/2 n=_-b’+ou- SQR(b’2-ac)

a
Ici b’=-a’, a=(B+A), c=(B-A)

Donc n’ = -(-a’)*SOR((-a’*-(B+A)B-A) ) = a’+SQR(a’>-B*A?)
B+A B+A
nn= 2 >2~ 2+ 2
B+A

Connaissant n on prend arc tangente n et en le multipliant par 2 on trouve t angle horaire cherché.
1 heure étant égale a 15°,0n divisera cet angle par 15 pour avoir la valeur en heures depuis midi.
11212<==>124a13 =1 heure
103 12 <=>12 a 14 =2 heures etc..
Un exemple numérique pour terminer:
Un gnomon construit 4 Marseille de latitude 43,3° mesurant théoriquement 1,5 m. de haut et ne
mesurant plus au jour de lecture que 1,43 m. indique 14h 30’. Quelle heure est-il réellement au soleil
le jour de I’hiver ou la déclinaison du soleil est égale a -23,44° ? -
On a t’=14h30-12=2h30 <=>2,5X15 = 37,5°

On trouve A=(150-143)sin%43,3tg37,5-150tg37,5=-112,5726796

B=-1,162359288

a=150cm  b=143 cm ==——====> A=33120,25711 SQRA=181,989717

n’=-2,857428284====>arctgn’=t/2=-70,71° > t=-141,42°
n’’=0,3428118316==—>arctgn’’=t/2=18,92° >t=37,84464264°
Cette derniére valeur est celle attendue et correspond a 2h 31°22* de I’aprés-midi. Le cadran au
gnomon rogné a donc un retard de 1’ 22,
Les calculs refaits pour le jour de I’été ou la déclinaison du soleil est égale & 23,44° montrent que le
retard est de 4’18” pour la méme ligne horaire.
Si le gnomon AQ ne mesure plus que 125 cm au-lieu de 150 le jour de 1’été dans les mémes
conditions le retard est de 17° 4”’.
Deux remarques pour finir: si ce gnomon indique 14h30’ alors qu’il est 14h47°4>” on peut se
demander quelle heure il sera lorsqu’il indiquera 14h 47°4”". L application des calculs précédents
montre qu’il sera 15h4’52”*. Donc pour “combler” ce retard de 17°4”” le gnomon rogné aura mis
17748,
Le gnomon peut aussi étre plus long que le gnomon théorique (fig.2). Dans ce cas I’heure indiquée
retardera le matin et avancera I’aprés-midi. Les calculs sont identiques: le cadran AQQ’ est > AOO’
et a’>a, t’>t.
Ce travail fait suite a la lecture d’un trés intéressant article de Monsieur Denis Savoie dans le n° 51
de la revue Observations et travaux éditée par la Société Astronomique de France 3 rue Beethoven
75016 Paris. Bien-que la méthode mathématique soit différente les résultats numériques sont
identiques.
Jean PAKHOMOFF 63 Allée de Crete Le Collet des Comtes 13011 Marseille
Phone Fax 0491894497 FRANCE
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En 1640 Vaulezard donne une méthode de construction du cadran
analemmatique, projection de 1’équateur céleste sur I’horizon.

50 ans plus tard, Samuel Foster remarque qu’une méme ellipse correspond a la projection de 2
cercles et donc qu’un méme cercle projeté sur 2 plans perpendiculaires entre eux puis sur leur
symétrique par rapport a chacun de ces plans donne naissance a 2 ellipses différentes et a 2 cercles
identiques a ce cercle origine.

C’est 1a je pense la premiére idée du cadran de J. Henri Lambert.
Lambert construisit ce cadran en 1777 année méme de sa mort.

Soit donc fig.1 un plan horizontal x € y et un plan x € v faisant un angle E avecx € y. Donnons

nous un plan x € u symétrique de x € v par rapport a x € y en prenant E = E’.

1

w / v
=g s
£
E’
# ¥
Fig.1
W
z

Le plan x € v sera de méme symétrique du plan x € w (prolongement du plan x € u) par rapport au

plan x € z car T/2-E’ = T0/2-E. Le cercle O de rayonRdex € v projeté sur x € y donne I’ellipse de
centre O’, de grand axe 2R et de petit axe 2R cos E.

Les projetantes redonnent sur le plan x € u le cercle O’ égal au cercle de centre O (la projection du
cercle de centre O’’ est en effet I’ellipse de centre O’).

La projection du cercle de centre O de x € v sur le vertical x € z donne I’ellipse de centre Q de
grand axe 2R et de petit axe 2R cos ( 1t/2-E); les projetantes redonnent le cercle de centre Q” égal

au cercle de centre O sur le plan symétrique x € w.



Les plan x € z et x € y étant bissecteurs de plans faisant entre eux 2 angles supplémentaires sont
donc perpendiculaires.

La est le principe du cadran de Foster et Lambert analemmatique circulaire nord et sud.

Nous nous servirons ci-dessous de la démonstration de Terpstra (1951) pour ce qui concerne
I’analemmatique elliptique de Vaulezard (1644). Soit donc fig.2a une sphére céleste de centre O,
son équateur céleste COD, son axe des poles POP’, le soleil le jour des équinoxes dans I’équateur
donc, a un instant t matérialisé par I’intersection de 3 grands cercles de cette sphére:

Fig.2a

le cercle horaire PSP’d’angle horaire t, le cercle vertical ZSZ’ d’angle azimutal T et le grand cercle
de I’équateur CSD de diamétre COD. Le rayon solaire passant par I’intersection du cercle horaire et
du vertical est contenu entiérement dans 1’équateur et vient indiquer I’heure correspondant a instant
t sur la grande horloge équatoriale ou 15° = | heure. Observons maintenant la figure 2b ou le soleil
se trouve au méme instant & une époque différente des équinoxes.
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Dans ce cas de figure on se situe dans I’hémisphére nord lorsque la déclinaison est>0.



Le rayon solaire SO, intersection du cercle horaire et du vertical passant par I’astre n’est plus
contenu dans I’équateur mais perce la sphére céleste en S’. Pour que ce rayon indique ’heure sur la
grande horloge équatoriale il convient de le déplacer parallélement & lui-méme dans le plan de son
cercle horaire: en le remontant I’été et le descendant I’hiver.

Lorsque ce rayon coupe I’équateur en F il indique I’heure t et coupe alors I’axe des poles en E. C’est
1a I'idée de Terpstra. OS et FE sont paralléles et toutes deux contenues dans le plan du cercle horaire
t. Elles font donc avec le diamétre OF le méme angle égal a la déclinaison .

La figure 3 montre une sphére céleste avec un horizon de latitude @D , I’axe des pdles
perpendiculaire & ’équateur et cet équateur faisant avec cet horizon un angle égal a TU/2- (ON

Choisissons un horizon de latitude @Pn bissecteur du diédre DOD”’ et un horizon de latitude Ds
bissecteur du diedre C’*OD. Ces 2 horizons comme vu lors de I’étude de la figure 1 sont
perpendiculaires entre eux.

On voit immédiatement que Ps= €’0P’=DOD’ = t2-P comme angles a cotés
perpendiculaires. 2

De méme ®n=® +C0C= ® + 12-P = 12+ D .
2 )

L’équateur projeté sur I'horizon ®n donne I'ellipse C'D’, de méme que I'horizon @D projeté sur

On.

Pour mieux apprécier cela déplagons CD et C*’D”’ parallelement a eux-mémes de fagon que C et C”’

viennent en € (fig.4). Puis, pour mieux distinguer les différentes parties des éléments, faisons



glisser CD sur €D d’une longueur € C et C’D”” sur €D’ d’une longueur €C”’ de fagon & ce que

€C soit égala EC”’.
On retrouve I’équateur COD de la figure 2b avec le rayon solaire coupant I’axe du monde en E et
I’équateur en F.

Le rayon de la sphere céleste étant R on a EO=R tg .
Le jour de I'été 5 est maximum et égal pendant encore de nombreuses années & 23.44°. E est alors en

A. De méme le jour de I’hiver § est 4 son minimum égal a -23.44° et E est en B.
OnaKF=Rsintet OK=Rcost.

Projetons maintenant I’équateur sur I’horizon ®n. On obtient un analemmatique classique de
Vaulezard de centre O’, de grand axe 2R et de petit axe 2R cos(7/2-Pn) = 2R sin Pn=C’D".
O’K’ = OK cos (11/2-Pn) = OK sin ®n = R cos t sin On.

KF =KFettgo=KF' = _ Rsint . =_tgt .
O’K’> Recostsin@®n sin ®n
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C’est cet angle (O qui désignera I’heure t sur I’ellipse.
O’E’ = OE cos ®n =R tg § cos @n. C’est I la valeur de Iéchelle des dates (ou des déclinaisons).



Sur I’horizon @ qui nous intéresse en tout premier plan puisque c’est I’horizon sur lequel sera
construit notre cadran on aura F”’K”* = F’K’=FK comme distances constantes entre la projetante

FEF’F”’ et le plan méridien EDD’D’’).
De O'K’ = 0”’K”’ cos (11/2-®n) = 0”’K”” sin ®n on tire 0”’K** = O’K’ / sin ®n=Rcost.
FK=F’K”’=Rsintettgo =F’K”/0”K”=Rsint/Rcost=tgt. D’ou @’ =t.
O’E’ = 0”E”’ cos (T/2-®n) car DED’ = 71/2-®n et par hypothése D’ED”” = DED’.
Donc O’E’ = 0”’E”” sin ®n.
0"E”=OF .= OEcos®n. =R1gd
sin ®n sin ®n tg On

etO”E”=_Rigd .
tg (2+P)
2

C’est 1 la valeur de notre échelle de dates ou de déclinaisons sur notre analemmatique circulaire
nord que nous appellerons Rn.

La verticale passant par E’ fait alors avec I'horizon @D un angle E’E”’E égal a
7/2—(1/2-Pn) = On.

On a donc ainsi tous les éléments pour construire un cadran analemmatique nord de Foster et
Lambert.
Adoptons le méme principe de projection pour le calcul de I’analemmatique circulaire sud et

revoyons la figure 3. On va projeter I’équateur CD sur I’horizon Ds bissecteur entre I’équateur et
I’horizon @ qui nous intéresse. On obtient ellipse de petit axe UU’qui est aussi celle obtenue par la
projection de @ sur @s. De méme que dans le cas du circulaire nord déplagons CD et D”’C”
parallélement a eux-mémes de fagon a ce que C et D’ viennent en €’ puis faisons glisser CD et
D”’C”’ d’une méme quantité CE’ = €’D”’ (Fig.5).

Au point €’ I'angle plat T = 70/2-® +2 ( 72-®s) ot Ps=1/2-P

2
ce que la figure 3 nous avait d’ailleurs déja montré.

On retrouve OE =R tg O et O’E’ = OE cos Ps=Rtg O cos ®s valeur de I’échelle des dates
ou des déclinaisons.

Ici COF = t: de méme KF =R sintet OK =R cost; O’K’=OK cos (m/2-Ds) = OK sin Ds =
R cos t sin Ds

K’F’ =KFettg ® =K'F/O’K’=Rsint/R cos t sin @s = tg t/ sin Ps . Cest I'angle qui
désignera I’heure t sur I’ellipse située sur Os.
Sur I’horizon @ ou se porte notre intérét ona F’K” =F'K’ = FK (distances constantes entre les
projetantes et le plan méridien EL1’DUC”"). O’K’=0"K” cos(Tt/2-Ps) = 0”’K”’ sin s
07K = 0’K’/sin@s = R cos t. tg® =F’K’/O”K” =Rsint/Rcost=tgt

dou@®’ =t
De méme O’E’ = 0”’E”’ cos (1/2-®s) = 0”’E” sin Ds.



O”E” = O’E’/sin ®s = OE cos®s /sin Ps=Rtgd / tgDPs=_Rtgd .
tg (mR2-P )
2

C’est la valeur de I’échelle des dates ou des déclinaisons sur notre analemmatique circulaire sud.

\rs Lor{zoa iFS'

En remarquant que (70/2-®)/2 = 7/2 - (/2+®)/2 on peut écrire que
haouteaty -l -

g(@2-P) = tg@r:P)
"2 2

D’ou O”E” =Rtgd tg (m2+®d)
2



que nous appellerons Rs.

Ainsi, si les rayons des cercles analemmatiques nord et sud ont méme valeur, la valeur de la table des
dates ou des déclinaisons varie par contre dans le rapport

tg? (mt2+D)
2

Pour le circulaire nord la figure 4 montre que le midi solaire se situe au nord (a I'opposé de
I’émergence de I’axe des pdles) alors que la figure 5 montre aisément que le midi solaire se situe au
sud pour le circulaire sud (vers I'’émergence de ’axe des poles).
Je n’ai rien trouvé dans la littérature concernant la vie ou les travaux de Samuel Foster.
Il est fait mention de Vaulezard dans le livre de René R.J. ROHR “Les cadrans solaires”.
Jai trouvé par contre quelques renseignements des plus intéressants concernant J.Henri Lambert
dans le Dictionnaire universel d’histoire et de géographie de Bouillet 32¢ édition 1901 Librairie
Hachette Paris. J’en tire la photocopie ci-dessous.

2 LAMUDERT _{J.-Henri], savant, né a Mulhouse, 17281777,
était fils d'un pauvre tailleur. Aprés avoir suivi unc éeole
gratuite, il apprit sans maitre, outre les la anciennes
et modernes, presque toutes les scienees, A physique, la
mécanique, 'astronomie, la phi ie, et s'exer¢a méme -
dans la poésie et I'éloquence. 11 fut d'abord précepteur chez
le comte de Salis a Coire (1748-1758), puis fesseur a-
I’Académie électorale de Mumich; fut appelé a Berlin par.
Frédéric le Grand et devint en 1764 m de I'Académie
de cetle ville. Lambert a prouvé l'incommensurabilité du -
| rapport de la circonférence au diamétre, a perfectionné les
. méthodes géodésiques, la théorie des cométes et a trouvé
en astronomie un théoréme fort simple, qui porte son nom.
Outre une quantité innombrable de mémoires, on a de lui :
en et en mathématiques, la Route de la lumiére,
1759 ; la Per. tive libre, 17159 ; Photometria, de gra-
dibus luminis, 1760; Letires cosmologiques (en all.),
+1761; Echelles logarithmiques, 1761; [lygrométrie,
g;o; Pyrom;tm. 11719; — en philos?ahie. Novumn
janum ou Nouvelle Logique, en all., 1703 ; Archit y
tonique, enall., 1771, etc. e

~



Pour terminer ce travail je ferai un aparté a propos du tracé de I’ellipse point par point (ou au moins

de demi heure en demi heure) a partir de I’angle ® dont il a été question ci-dessus (fig.6).
Soit Oxy un systéme d’axes orthonormés. Portons sur Ox le grand axe 2a et sur Oy le petit axe 2b.
a et b seront 2 rayons de cercles concentriques en O.
Menons un rayon OF faisant avec I’axe Ox un angle T dans le sens trigonométrique.
Ce rayon coupe le petit cercle en Q. Par F menons la perpendiculaire a Ox et par Q la
perpendiculaire a Oy. Ces deux perpendiculaires se coupent en F’. Les coordonnées de F’ sont
Xx=0OFcost=acosT
y=0Qsint=bsinT
Le point F” est donc sur I’ellipse de centre O, de grand axe 2a et de petit axe 2b, ses coordonnées
correspondant a I’équation paramétrique de Iellipse.
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Le point F” fait avec I'axe Ox un angle T’ tel que tg T” = y/x = (b/a) tg T.

Considérons maintenant que ’axe Oy est la méridienne et I’axe Ox la direction est-ouest.
Considérons qu’un angle horaire t se compte matin comme aprés-midi de fagon arbitraire & partir de
la méridienne. Nous aurons ainsi 13 h=11 h <=> 15° etc...

les points d’heure de I’aprés-midi se trouveront dans les secteurs 1 et 4 du cercle trigonométrique et

Iangle T" & considérer sera égal a T/2-( sachant que tg ® = tg t/ sin @ comme nous I’avons vu
ci-dessus.

Les points d’heure du matin se trouvent dans les secteurs 2 et 3 et I’angle T’ a considérer est alors

¢gal a @ + T0/2. On retrouve dans les deux cas I’angle T par la relation tgT=(a/b)tg T".
Puis x ety par les équations paramétriques.
Lorsque les points d’heure sont en 1 et 4 il n’y a aucune ambiguité:

En 1, T/2-® correspond a un angle compris entre 0 et 90°.

En 4, TU/2-@ sera <0. T sera compris entre 0 et -90° et x et y auront les valeurs correspondantes a la
position de F’.

st

En 2, on aura un angle (0 + 71/2 compris entre 90 et 180°. On rajoutera donc T a la valeur de I’arc
tangente.

En3, ® + T/2 sera compris entre 180 et 270°. La calculatrice donnera donc un angle compris entre
0 et 90° et il conviendra d’ajouter aussi 180°.



