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PARTIE 1

Un cadran solaire est un appareil destiné a I'observation de 'ombre créée par le soleil
pour en déduire I'heure du jour.

Connus depuis au moins 5 siecles avant Jésus-Christ, leur théorie et leur précision se
sont perfectionnées jusqu’au XVIII °™ siecle, époque ou ils tombent en désuétude a
cause des horloges mécaniques devenues précises et assez fiables.

Aujourd’hui ce sont des objets de curiosité, a caractere historique, qui restent
cependant les meilleurs témoins des mouvements de rotation et de translation qui
animent notre planéte.

Muni d’'un cadran solaire vous pouvez connaitre I'heure a condition de savoir ou est le
Nord; réciproquement, il vous donne le Nord si vous connaissez I'heure. Evidemment,
il faut encore que le soleil veuille bien briller et que le cadran soit construit pour la
latitude locale !

La théorie en est assez simple et ne fait appel qu'a des bases de géométrie dans
I'espace et dans le plan, aidées par de la trigonométrie et un peu d’algébre. Le plan du
document n’obéit pas a une logique bien formelle mais au cheminement, étendu sur
quelgues années, des réflexions de I'auteur.

Appellations particuliéres les plus courantes :

Gnomon : Baton ou obélisque planté verticalement dans le sol. A permis les
premiéres observations. Pratiquement inutilisable pour lire I'heure, sauf a midi

Gnomonique : Art de déterminer les cadrans solaires

Style : Tige fine, inclinée, dont 'ombre projetée sur des graduations permet de lire
I'heure. Peut étre remplacée par I'aréte, rectiligne et également inclinée, d’'un solide
dont 'ombre couvre partiellement des graduations \ ,

Quadrannier : Spécialiste des cadrans. Appellation utilisée du XII°™ au XVII°m®
siecle

Cadran horizontal : L’'ombre du style est projetée sur un plan horizontal portant les
graduations du temps

Cadran vertical méridional : Les graduations sont tracées sur un mur vertical
orienté exactement Est-Ouest.

Cadran vertical déclinant : Cadran établi sur un mur vertical présentant un certain
écart, d’'un cété ou de l'autre, par rapport au plan Est-Ouest

Cadran équatorial : Cadran dont 'ombre du style se projette sur une surface de
révolution dont I'axe coincide avec le style

Rappels sur les mouvements de la terre :

Chaque jour la terre tourne sur elle-méme, d’Ouest en Est, a vitesse constante autour
de I'axe passant par les p6les. Ceci produit la succession des jours solaires dont la
durée est de 24 h. Tout en tournant elle se déplace dans une translation de méme
sens, presque circulaire, autour du soleil, en une année de 365 jours 6 heures 9
minutes 2 secondes. Elle fait donc un tour de plus sur elle-méme et sa vitesse de
rotation par rapport aux étoiles est de 1 tour en 23 heures 56 minutes 4 secondes, qui
est la durée du jour sidéral.

La trajectoire autour du soleil s’appelle écliptique. Elle appartient au plan écliptique qui
contient le soleil. L’axe de rotation de la terre est incliné de 23° 27’ par rapport a la
normale a ce plan. Il en résulte le cycle répétitif des saisons et la variation de durée
des jours et des nuits au cours de I'année.

Pour un observateur de I'espace stellaire, considéré comme fixe, la terre est une boule
de rayon 6367 km qui tourne sur elle-méme autour d’'un axe incliné, et se déplace a la
vitesse de 29,8 km/sec sur une ellipse, presque circulaire, de rayon moyen 149,6 E®km
et au foyer de laquelle se trouve une sphére, lumineuse et chaude, de 675000 km de
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rayon. La vitesse tangentielle dans la rotation journaliere est beaucoup plus faible,
mais a la latitude de 48.6 elle est cependant de 302 m/sec, c'est-a-dire 100 fois moins.

On imagine mieux ces proportions par une réduction d’échelle :

Diameétre de la terre 2cm
Diameétre du soleil 2,18 m
Rayon moyen de l'orbite 235 m
Déplacement sur l'orbite en 24 h 4,04m
21 mars
Point gamma /

23° 27, hive,

Jer

Plan de I'Ecliptique

21 décembre

211 septembre

Comme il y a combinaison de
déplacements l'analyse des ombres
portées ne devient simple que si on
isole, le temps de comprendre...,
'ensemble  terre-soleil en  lui
appliquant une rotation de vitesse
opposée et d’axe confondu avec celui
équateur céleste dupointA  de la terre. Dans cette hypothese la
terre parait fixe et le terrien retrouve
ses habitudes, avec le soleil qui
tourne de gauche a droite. Les
dimensions relatives font que les
conclusions restent exactes quand on
considere un axe issu de la surface
terrestre pourvu qu’il soit parallele a
I'axe de la terre.

soleil

La figure ci-contre représente la terre
en position de solstice dhiver.
L’équateur terrestre perpendiculaire a
'axe de rotation Nord-Sud a une
angularité qui varie de £J par
rapport au plan écliptique.

Au point A de latitude ® , le plan
horizon perpendiculaire a la verticale
OA définit I'équateur céleste du point
A



Comment utiliser des ombres pour appreécier les heures

En observant au cours de 'année et a une méme heure, les ombres d’'un gnomon
vertical, on constate que leurs directions présentent une divergence notable. Le
gnomon n’est exact qu’a midi quand les ombres de longueurs variables sont
confondues et orientées au Nord (dans I'hémisphére nord).

Pour avoir des directions d’'ombre indépendantes des saisons il faut utiliser un style
paralléle a I'axe de la terre. C'est-a-dire situé dans un plan vertical orienté Nord-Sud
et incliné sur le plan horizontal d’'un angle égal a la latitude du lieu considéré. (la
latitude est I'angle mesuré sur un méridien entre le lieu concerné et I'équateur, par
définition la latitude de I'équateur est 0° et celle du pdle 90°)

Géomeétrie des mouvements apparents du soleil

Considérons une droite (x, x’) parallele a I'axe de la terre et sur cette droite un point
P. Dans le plan (Q) constitué par cette droite et le centre du soleil est tracée la droite
SP qui fait un certain angle (B8) avec (x, x’). Comme le chemin parcouru par la terre en
une journée sur l'écliptique est relativement faible, on peut dire que cet angle est
constant au cours d’une journée d’observation. Le mouvement apparent du soleil se
décrit alors par la rotation réguliere, (1 tour en 24 heures), du plan (Q) autour de la
charniére (x, x’). Ses rayons engendrent un cdéne d’axe (x, x’) et de demi angle au
sommet (B)

S| maintenant on considére le
moment particulier de l'équinoxe,
ou I'on sait que le rayon solaire SP
est perpendiculaire a l'axe de la
terre. Le soleil apparent reste donc
toute la journée dans le plan (n)
perpendiculaire a x, x’ en P, le
cbne précédent est devenu un
plan.

En allant vers les solstices I'angle
solaire évolue de part et d'autre
pour engendrer 2 familles de cones
opposés par le sommet. Cet angle
passe par un maximum a chaque
solstice et sa valeur est égale a
I'inclinaison de I'axe de la terre par
rapport a une perpendiculaire au
plan de I'écliptique (£ 23°27’)

I est localement midi (heure
solaire) quand le plan (Q) passe
par 'axe de la terre. C’est donc un plan vertical pour le lieu considéré et il est
perpendiculaire au plan (H) du sol horizontal. L’angle (@) de la droite x, X’ avec le
plan (H) est égal a la latitude locale.




La figue montre [Il'espace ou
évoluent les rayons solaires entre 2
cbnes tout en appartenant au plan
horaire qui tourne autour de l'axe
du monde .a la vitesse de 15
&4 degrés par heure

¢ Cette maquette correspond a la
latitude de Paris (env. 48.6 deg.).

Les croquis suivants montrent des
latitudes particulieres. L’angle o
# cst le complément de I'angle 6,
&% expliqué et calculé page suivante.

/

A I'équateur, latitude = 0
La longueur des jours est invariable
de 6 h. a2 18 h.. A midi aux
équinoxes le soleil passe
exactement au zénith

Aux tropiques, latitudes + ou — 23.45 deg
cosa =tgpxtgd =0.4338> — ¢ =79.15deg.

7015 _ 5.28heures — différence = 6—5.28 =0.72h

15

Au cercle polaire, latitude = 66.55 deg. Au péles, latitude 90 deg. la période
cosa =0.4338x2.305 - ¢ =90deg. comprise entre les équinoxes reste
Au solstice d'été le soleil ne se couche pas. constamment ensoleillée ou plongée dans la

Au solstice d’hiver il ne se léve pas

nuit




Calcul des heures de lever et coucher du soleil

En faisant abstraction du diameétre
apparent du soleil, de la courbure de la
terre et des effets de pénombre on
peut ramener le probleme a
I'intersection d’un céne variable avec
un plan horizontal passant par son
sommet. La figure est retournée pour
aider le dessin et la compréhension.

plan horizo

. , /4
Le cdne d’angle au sommet Ei O est

coupé par le plan (SAB) incliné de
angle (® = latitude) par rapport a son
axe. Le plan (P) perpendiculaire a
'axe peut étre considéré comme plan
horaire (paralléle au plan équinoxial). Il
suffit donc de calculer I'angle (8) pour
plan perpendiculaire ~ €Stimer I'écart par rapport a 6 heures
au style ou 18 heures

Ona sinezﬂ
OB

Avec : OH = OS x1g9 etOB:OSxtg(g—é) ot Jsin 6 = 1gpx1gd]

Application d =%23°,4 (solstices) ¢ =48°,6 (latitude)
On trouve O = 29°4 , c'est-a-dire qu’aux solstices la différence, en région parisienne,
est d’environ £ 2 heures par rapport a I'’équinoxe (lever 6 h et coucher 18 h).

En calculant depuis I'équateur jusqu’au cercle polaire on obtient la courbe ci-contre
du décalage en heures du lever et du coucher du soleil par rapport a 6 heures.
On voit qu’a I'équateur les jours et les nuits ont une durée constante de 12 heures.

décalage en heun
w

2 _—

| /

0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 4 5 60 70

latitude en degrés




Détermination des cadrans plans a style polaire

Déterminer un cadran solaire, c’est connaitre la position apparente du soleil au cours
de chaque journée de I'année.

L’adepte de géométrie considére d’abord, que le soleil est toujours dans un plan qui
pivote régulierement, a la vitesse de 15 degrés a I'heure, autour de I'axe de la terre,
(ou plus simplement, par le fait des tres grandes distances, autour d’'un axe local qui
lui est paralléle). Au cours de I'année la position peut étre précisée par I'angle de
déclinaison qui exprime alors que les rayons solaires décrivent des cénes variables
de sommet commun et dont la transition passe par I'état de plan perpendiculaire a
'axe de la terre aux moments des équinoxes.

Partant de ces éléments la théorie des cadrans polaires repose sur la géométrie
plane, la géométrie dans I'espace, la géométrie descriptive et la trigonométrie.

Pour une latitude constante, il n'y a donc que 2 parametres a considérer : I'angle
horaire et I'angle de déclinaison.

Les astronomes considerent le soleil comme un astre et sa position s’exprime par 4
angles : 'azimut, la hauteur, I'angle horaire et I'angle de déclinaison.

Cela conduit par principe a des calculs plus complexes basés sur la trigonométrie
sphérique, l'algébre a coordonnées tridimensionnelles avec des changements de
coordonnées qui permettent la conception de cadrans capables de s’affranchir du
style polaire

Détermination par tracé

La géométrie simple permet de déterminer les cadrans polaires courants, a
projection sur plan horizontal et sur plan vertical en général modérément incliné par
rapport a la direction Est-Ouest. (inférieur a environ 40 deg.)

Dans la figure ci-contre, le plan vertical
yOz est orienté Nord-Sud, le plan xOy est
horizontal, le plan xOz est vertical orienté
Est-Ouest.

On se propose de graduer un plan vertical
vOz, orienté de langle B (vers I'Ouest
dans le cas de figure)

La droite AB faisant 'angle ® de latitude
par rapport a I'horizontale représente un
style polaire. En projetant en E le point O
sur AB se trouvent constitués le style BE
d’'un cadran horizontal et le style AE d’'un
cadran vertical.

Le plan OEx qui est perpendiculaire au
style AB est donc le plan équinoxe
commun aux 2 cadrans.

A un point C sur Ox correspond l'angle
horaire H (ou 15 degrés représentent 1
heure). C’est l'heure ou le soleil est
présent dans le plan ABC et par
conséquent BC est 'ombre sur le plan horizontal, AC 'ombre sur le plan vertical Est-
Ouest et AD 'ombre sur le plan vertical qui nous intéresse.

On peut graduer le plan horizontal ou 6h correspond a I'heure H et le vertical ou v
correspond a I'heure H.

Le point P est 'ombre de I'extrémité E du style vertical a 'heure H et a I'équinoxe.

En tracant 'angle PEP’ (8) on obtient 'ombre du point E quand la déclinaison est
égale a 3. Sur la figure I'angle est pris dans le sens du solstice d’hiver qui donne
'ombre minimale quand & = 23.6 deg.. Il suffit de porter & de I'autre cété pour arriver
aux ombres du solstice d’été. La droite OP a lintersection du plan équinoxe et du




plan concerné représente le lieu géométrique de 'ombre du point E au jour de
'équinoxe
La figure suivante montre la détermination d’'un cadran vertical par simple tracé

z

AI

ombre été

Les données sont I'angle ® de latitude, I'angle horaire H, I'angle B du plan, I'angle &
de déclinaison. La longueur AB est choisie pour la facilité et la précision des tracés.
Il en résulte la longueur AE du style qui servira a mettre le cadran a I'échelle
désirée.

On se propose avec une regle, un compas et un rapporteur d’angle de déterminer :
angle d’ombre 8v, les longueurs de I'ombre a I'équinoxe, aux déclinaisons + et - &
ainsi que la droite d’équinoxe.

La figure correspond a une certaine heure de I'aprés-midi d’'un cadran orienté vers
'Ouest.

Le plan vertical Nord-Sud est rabattu a gauche autour de Oy. Le plan vertical Est-
Ouest est rabattu en haut autour de Ox. Le plan du cadran est rabattu autour de Oz.

La vraie grandeur du triangle ABD est rabattue autour de AB.

L’angle H a partir de E’ donne le point C. la droite BC conduit a I'angle 6h d’'un
cadran horizontal et au point D’. En joignant D’a A’, on obtient I'angle cherché 6v.

Le triangle ADB est construit avec BD = BD’, AD = A’D’.

Son cété AD est coupé par la perpendiculaire OE a AB en un point P qui correspond
a la longueur d’'ombre a I'équinoxe. En portant I'angle 6 de chaque c6té de OE, on
détermine sur AB les longueurs d’'ombres d’hiver et d’été.

En reportant la longueur AP en A’P’, la droite P’O est la droite équinoxe du cadran

La figure montre le tracé pour une heure quelconque de I'aprés-midi



Le procédé est
identique  pour un
cadran orienté vers
Est. Si on ne change
que le sens de I'angle
B, le résultat doit étre
exactement
symétrique (les lignes
d’heures de [Iapres-
midi correspondant a
celles du matin, voir
photo ci-dessous)

Y x

La photo de gauche montre 2 cadrans verticaux déclinants de 30 degrés, I'un vers
I'Est et l'autre vers 'Ouest, ou s’observe la symétrie des tracés.

A droite un cadran horizontal est associé a un cadran incliné en avant par rapport a
la verticale. La ligne équinoxe est sur I'aréte du diédre des 2 plans
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Cas particulier du cadran horizontal et du cadran vertical sur un plan exactement Est-
Ouest
Le tracé se simplifie car le point P, confondu avec le point C du triangle ABC
appartient toujours a I'axe Ox qui est la ligne équinoxe pour les 2 cadrans.
Il suffit de reporter la longueur BP = BC qui détermine le point P sur la
perpendiculaire OE.
Le prolongement de AP permet de lire les longueurs d’'ombres du cadran vertical. Et
sur BP les longueurs pour le cadran horizontal.
Comme le plan vertical Nord-Sud est un plan de symétrie, il suffit d’étudier
seulement une demie journée.

z
Al
N\OV
N
E'
H
A C >
/ X
0 /
/
/
hiver / :
longueurs ombres E /
cadran vertical équinoxe 0 I'V/

~/

i AN

5 N
été
B
A

fioxe

/ longueurs ombres cadran horizontal

Détermination par calculs simples :

Données : angle horaire H
latitude &
déclinaison &
parameétre de dimension : OE = |

11



l

Il vient immédiatement : OA = ,
cos @

l
sin @

OB =

OC =1xtgH

__ L
g9

ocC .
L’angle horizontal : [tg6h = OB =tgH Xsin ¢

AE =Ix1g¢ BE

L’angle vertical demande le calcul de OD
dans le triangle ODB :

oD OB l sin 6h

S : = —> 0D =—-X
X sin 6h sin(z+,6—6’h) sing cos(6h— f)
2
L’angle vertical est alors:
oD sin 6h

g = =
OA tgpxcos(6h— f3)

Dans le cas particulier du cadran exactement Est-Ouest, B =0, et il vient :

tg0v=@=tgH><cos¢
g9

Calcul de ¢ angle de la droite équinoxe :

Considérer le point P commun aux plans horaire (OEC),
au plan vertical (vOz) et au plan équinoxe (EOx) et
couper le triedre OP, Ox, Ov par un plan paralléle au
plan vertical (yOz) pour avoir les triangles: PJK
rectangle en J et OKJ rectangle en K

JK JK
sin f=— et tegp=——/,dou
p oJ 8¢ PJ
PJ sin
gp=—= p
oJ 1g¢

Le signe des résultats n’indique pas le sens de la droite.

Il faut savoir que la droite est montante vers la droite sur un
cadran orienté ver I’Ouest, et inversement

Cette formule est utile pour vérifier et restaurer un vieux cadran
dont les indications sont douteuses

Calcul des longueurs d’ombres

Calculer d’abord 'ombre d’équinoxe par le triangle AOP dont on connait OA et les
anglesen O eten A

AP OA [ y cos @

= — AP =
sin(;[ - @) sin(;[ +o—6) cos@ cos(&v—o)

12



Dans le cas particulier du cadran exactement Est-Ouest, B =0, il vient ¢ =0
[

cos P X cos &y

En déduire I'angle an A du triangle AEP rectangle en E par :
AE _ singXxcos(&v — @)
AP cos @

Le triangle AEP’ se construit en portant la déclinaison de part et d’autre de PE.
Ses angles et le c6té AE étant connus, calculer AP’ par :

AP' AE

et AP =

COSA =

sin(;[ +6) sin(’z’ —A-6)

Dans la formule précédente utiliser 6 avec son signe, négatif cété hiver et positif coté été

Les lieux géométriques des extrémités des ombres AP’
sont des hyperboles qui sont l'intersection avec le plan
du cadran, des cones d’axe AB, de sommet commun E

Vs
et d’angles au sommet = Ei 0.

Ces hyperboles ont un axe de symétrie qui est la
projection de I'axe des cones sur le plan du cadran. Cet
axe issu du point A est perpendiculaire a la droite
équinoxe puisque lorsque les angles au sommet des

cbnes tendent vers BX les cones deviennent le plan

équinoxe.

On arrive a la figure ci-contre ou le sommet E d’un cone
d’axe EA se projette en E’ sur un plan ou I'on choisit
des axes de coordonnées capables de faciliter I'étude.
C'est-a-dire E’A avec A a lintersection du plan et de l'axe du cbne et IO
perpendiculaire a E’A, a distance connue du point A.

Pour calculer 'angle A il faut rappeler que le point |
étant sur la ligne équinoxe implique que le triangle IEA
est rectangle en E, d’ou , en rappelant que OE = I:

AE  Ixig¢ IXigd  sing
Al  OAXcos@

cosA =

L><cosgo cos¢

cos @

On est ramené au probléme de la figure ci-contre ou le
cOne est défini dans le systeme X, Y, Z avec origine en
E, par les équations :

2
R*=7Z*+X?et R:L dou X*+Z%= Y
tgd 1go

2
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Recherche des hyperboles d’intersection du céne avec le plan incliné de I’angle A par
rapport a son axe :

Il est trop complexe d’arriver a I'équation de I'hyperbole par rapport aux coordonnées
en x et y du plan. On préfere couper le cone par des plans paralléles au plan E A |
avec X constant. |l vient alors des paraboles dont les intersections avec une droite
du plan paralléle a Al définit les points recherchés.

Poser X =p et EI=AE><tg/1=lth/1= :
g9
Il vient :
Y2
pi+Z = 5 pour la parabole et Z=tgA-Y—m pour la droite du plan
t
2
prHY? g +m’ =2Y -tgl-m= 5
tgd
1
Y2 (tg A — 2)—2Y-1fg/1-m+mz+p2=0
tgd

En résolvant il y a 2 solutions en Y qui se transforment en valeurs de y du plan par :

y= . Il suffit donc de calculer par points un seul cété des hyperboles

coS
en choisissant la déclinaison.

y

pied du styl

SO\Sh =
e w’_v{rsle{

y2 ligne midi

Labitude 4876 N
Déviahion 30° E 1

Le cadran ci-dessus est orienté de 30 degrés vers I'Est. Remarquer la ligne équinoxe
inclinée et I'axe de symétrie des hyperboles

La méthode s’applique aussi au cadran horizontal en remplagant I'angle A par
'angle ¢ et El par la longueur (/). L’équation a résoudre devient :

1

Y2 (tgp® — 52)—2Y-tg¢-l+lz+p2 =0

18

D’ou on déduit aussi les valeurs de y par : y =

cos@
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Peut-on avoir I’heure exacte avec un cadran solaire ?

Etant construit pour une seule latitude et gradué en général pour le midi local, on peut
dire que chacun voyait midi a sa porte. ‘

Avec des horloges précises, il a été observé a la fin du XVIII ¢ que le midi solaire
variait, tant6t en avance tantét en retard, sur le midi des horlogers.

Cette variation est suffisamment fidéle et réguliére pour donner lieu a I'établissement
d’une courbe d’étalonnage qui permet de connaitre le midi vrai a chaque moment de
'année. Cette courbe a été baptisée Equation du Temps.

Elle représente la somme de 2 variations périodiques. L'une due a l'inclinaison de
I'axe terrestre sur I'écliptique d’amplitude 9 min 52 s, et I'autre due a la variation de la
vitesse de déplacement de la terre sur l'orbite elliptique avec un maximum de 16 min
20 s le 3 novembre.

D’autre part le temps universel est réglé sur le méridien de Greenwich qui passe en
France par Saumur, Angouléme et Tarbes.

A Paris I'écart est de 2° Est, a Strasbourg environ 7° Est et a Brest 4° Ouest

Donc a midi de Greenwich, I'heure solaire indique :
12 h 28 a Strasbourg, 12h 10 a Paris, 11 h 50 a Brest
Cet écart peut étre pris en compte dans le tracé des graduations,

La courbe suivante est 'Equation du Temps établie pour le méridien de Greenwich.
Pour un cadran solaire installé sur le méme méridien la correction s’applique en
utilisant les ordonnées de gauche :

D | 1 1 | |
emin | | | | |
15+ L — ‘ 1 -25
i Mre ! OC%SR l :
‘ : : ‘ : -20
} septembre 1 -15

a 1

10 /

Vv |

i 97 |

e 0 - ‘ r

r { méridien ide Greenw:c‘ \avril
5 ]

aoat >l -5

/ | |
a Nier Aﬁ T Jullet
10 — ‘ ; : ] — ' 0
a W | } méridien de Paris
i5 | | | | | |
r ! : ! ' |
D

De janvier a avril le cadran est en retard sur le temps universel, si bien gqu’en lisant le
midi solaire il est déja 12 h 14 sur une horloge, (la courbe indique +14).

Par contre de septembre a novembre la terre va plus vite et le midi solaire est en
avance sur le midi universel (la courbe indique — 16. C'est-a-dire que le cadran
indique midi quand une horloge marque11 h 44)

Chaque degré de longitude correspond a 4 minutes de temps. Pour les cadrans
du méridien de Paris, I'écart de longitude correspond a 9 min 41 s d’avance,

Le zéro de I'échelle rouge est décalé de cette valeur par rapport au zéro du méridien
de Greenwich. Quand il est midi solaire a la fin d’octobre, une horloge indique 11 h 34
Il convient enfin de ne pas manquer d’apporter aussi la différence avec I'heure légale,
qui est toujours en avance sur le temps universel de Greenwich :2 heures en été, 1
heure en hiver
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Cette autre présentation de I'équation est plus explicite,:(le signe + indique le temps a
ajouter a l'indication d’'un cadran solaire, situé a Greenwich, pour avoir I'heure universelle)

EQUATION du TEMPS (valeur moyenne)

<+
"6 12 10 8 6.4 2 2 & 6.8 10 12 1 16,
w1z T
<
1 ™
e
i )
iE /
15§ -~
I 1
s |2~
pis
153 ]
I le cadran est
- N, |z en retard T
1 -.\\
_ N
le cadran est 1= N
en avance 1
15 §
1 //
{g
1 5 o
15 |2
7 8
1
A 1 |
N 2
1
~— o
~ {3
\h.'l"a I
- @ + 1
"6 1412 10 8 6 4 2 o872 4 6 8 10 12 1 16
MINUTES
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Exemple de correction tenant compte de I'équation du temps:

Quand un cadran de la région de Nancy indique midi le 1* ao(t, que lit-on sur une
montre ?

Longitude preés de Nancy = 6° E, donc une correction de : 6x(-4) = - 24 min

Equation du temps au 1* ao(t = +6 min

Indication théorique de la montre : 114+ 60 min+ 6 min— 24 min =114+ 42min, en
temps universel, mais I'heure légale est en avance de 2 heures en été , donc la
montre indique 13 heures 42 minutes)

L’équation du temps peut aussi se traduire par la courbe en forme de « huit » qui est
parfois dessinée, de part et d’autre de la ligne de midi sur les cadrans solaires.

Elle porte I'indication des mois et en général elle est tracée de fagon telle que lorsque
I'extrémité de 'ombre du style touche la courbe dans la zone correspondante a la
date du jour, on sache qu’a I'heure universelle il est déja 12 heures, ou bien qu'il n’est
que 12 heures

Formules de calculs de la déclinaison et de I’équation du temps

On trouve en particulier par internet des formules de calcul de la déclinaison solaire
pour chaque jour de I'année, elles donnent des résultats proches mais légérement
différents . La plus élaborée, donnée par J. P. Cornec, conduit aussi a I'’équation du

temps

Formule simple de 1969 :
0=2345 xsin(@x (J +284))
365

exprimée en degrés avec J = numéro du jour (1% janvier : J =1)

Formule simple de 1997 :

. . 2xax(J—-80 . :
0= arcs1n[0.4><sm( 3;5 ))} exprimée en radians
Formule de J. P ; Cornec : _mOiSEH ”“mo déc””;gsgg
janv- -23,
M : Anomalie moyenne : M =357+0.9856x J janv-14 14 21,28
C: Equaton du centre de lorbite  écliptique : J?ér\‘/‘;:g; 2; '1;’32
C= 1.91.4><s1n(]\f1)+0.02>.<s1n(2M) . mars-21 80 0,09
L: Long|tu,de vraie du‘sole,lll: L=280+C+ .?856_ T_J mars-31 90 4,20
R : Réduction a [Iéquateur de [linclinaison terrestre: | 5,130 120 14,81
R =-2.465%sin(2L) +0.053xsin(4L) juin-01 152 22,07
Les coefficients M, C, L, R sont homogénes a des angles exprimés | juin-21 171 23,44
en degrés juin-30 181 23,17
Il vient alors : juil-31 212 18,24
Déclinaison au jour J : sin ¢ = 0.3978 xsin(L) ao(t-31 243 8,60
Equation du temps : E =4x(C+R) exprimée en minutes sept-22 265 g’gi
‘ 360 sept-30 273 -2,
Remarques : 0.3978 =sin(23.45)deg et 0.9856 = 36525 oct-31 304 -14,14
. nov-30 334 -21,66
La déclinaison passe par des valeurs remarquables au début | déc-23 356 -23,44
de chaque signe du zodiaque : -23.45 -20.15-11.7 0 déc-31 365 -23,09

11.7 20.15 23.45+
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A gauche la déclinaison dans I'année, a droite I'équation du temps

104

-10 1

©

100 200 300 400 D 100\/ 200 300 400

La déclinaison a une courbe d’allure sinusoidale en fonction du temps. Si bien qu’elle
varie beaucoup moins vite au moment des solstices qu’aux moments des équinoxes.
C’est elle qui permet de calculer et faire figurer des repéres de dates sur les
graphiques de cadrans solaires.

Le tableau précédent donne la correspondance entre les numéros des jours, la date
et la déclinaison moyenne du jour, (les valeurs de déclinaison ont été calculées avec
la formule de J. P Cornec).

En assez bonne concordance avec ce tableau, il est conseillé pour le tracé des
hyperboles (dites aussi arcs diurnes) d'utiliser les déclinaisons suivantes qui
correspondent sensiblement au 21°™ jour de chaque moi et presque aux dates du
zodiaque.:

déclinaison Jours du mois
-23.45 deg 21 décembre
-20 deg 21 janvier & 21 novembre
-11 deg 21 février & 21 octobre
0 21 mars et 21 septembre

+12 deg 21 avril & 21 ao(t

+20 deg 20 mai & 21 juillet

+23.45 21 juin
Capricorne du 21/12 au 19/01
Verseau du 20/01 au 18/02
Poissons du 19/02 au 20/03
Bélier du 21/03 au 20/04
Taureau du 21/04 au 20/05
Gémeaux du 21/05 au 21/06
Cancer du 22/06 au 22/07
Lion du 23/07 au 22/08
Vierge du 23/08 au 22/09
Balance du 23/09 au 22/10
Scorpion du 23/10 au 21/11
Sagittaire du 22/11 au 20/12

Pour atteindre la meilleure précision possible, il faut consulter les tables annuelles de
déclinaison du soleil et de I'équation du temps

18



La carte ci-dessous rappelle les latitudes et longitudes qui couvrent le territoire
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En général un cadran solaire se calcule pour une latitude donnée sans tenir compte
de la longitude. Dans ce cas la graduation de midi est exactement dans le plan
vertical du style et il indique I'heure solaire locale.

Il est aussi possible de décaler la graduation pour lui faire indiquer I’heure universelle.
On doit alors calculer les lignes d’heures en ajoutant ou retirant la longitude a I'angle
horaire.

Exemple :
Pour un cadran a 6 degrés Est du méridien 0, 'heure solaire est en avance sur
I'heure universelle de 6 x4 =24 min
Il suffit donc de calculer le cadran en majorant tous les angles horaires de la valeur
de la longitude.
Ainsi on calculera la ligne midi avec 6 deg. au lieu de 0 deg., la ligne 13 h avec 21
deg. au lieu de 15 laligne 11 h. avec — 9 deg. au lieu de — 15 deg.
On reconnait de tels cadrans au décalage de la ligne midi (a droite pour les
longitudes Est, a gauche pour les longitudes Ouest)

Pour un cadran destiné a donner I'heure universelle locale (c'est-a-dire décalée en
avance de 1 a 2 heures par rapport a I’heure de Greenwich, il faut diminuer I'angle
horaire de 15 degrés par heure et 'augmenter de la longitude quand a I'Est de
Greenwich et réduire de la longitude si on est a 'Ouest.

Exemple : Calcul de I'angle horaire de midi pour I'horaire d’hiver a Paris
Longitude 2.35 deg. Est
Angle horaire de calcul de la ligne midi H=0-15+2.35=-12.65deg
Angle horaire de calcul de la ligne 13 heures H =0+235=2.35deg
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Comment trouver le Nord (ou encore la déclinaison gnomonique d’un mur)

Avec les facilités d’Internet, on peut déja consulter les vues aériennes et le cadastre
local qui montrent avec une bonne précision l'orientation des batiments et des
terrains.
En général on s’intéresse a un mur et il existe le trés bon logiciel de : http://olravet.fr
qui donne des résultats immédiats ainsi que lindication en continu de I'heure
solaire, de 'azimut et de la hauteur du soleil.
Ces logiciels sont basés sur le relevé sur un plan horizontal de 'ombre d'un fil a
plomb ou de l'aréte, d’une équerre, puis sur le calcul de I'azimut du soleil lorsqu’on
connait :

e L’heure GMT du relevé, laquelle doit étre corrigée de I'équation du temps et

de la longitude locale pour donner '’heure solaire

e Le jour de 'année pour en déduire la déclinaison du soleil

e La latitude locale qui intervient dans les calculs
Il reste a transformer I'heure solaire en angle solaire (1 heure = 15 deg.) et a
appliquer 'une ou l'autre des formules de I'azimut. (voir en 2"® partie du document)

Autre méthode semi graphique :

Elle est basée sur un cadran fictif horizontal dont I'angle de 'ombre est indépendant
de la déclinaison. Il faut connaitre comme précédemment :
e L’heure solaire au moment du relevé
e Le tracé et la longueur de 'ombre de I'aréte d’une équerre de hauteur AB
connue
e La latitude locale

'
AN

L’aréte AB perpendiculaire a un plan horizontal donne une ombre AC. En supposant
un cadran ABS bien orienté, on sait que le point C appartient a 'ombre du style SB
et 'angle (h) se calcule par: tgh=tgH Xsin¢

Il suffit alors de déterminer la position de S pour trouver le Nord suivant SA.

S est sur le cercle capable de I'angle (h) pour le segment AC, dont le rayon est

AB
; et sur le cercle de centre A de rayon = AS =—

2xsinh 189

Voir plus loin les cadrans qui n'ont pas besoin de connaitre le Nord et ceux qui
permettent de le retrouver avec une assez bonne précision.
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Ancienne méthode des points d'ombre de Joseph Mollet (1837)

Il faut juste étre patient, soigneux et disposer d’'une journée ensoleillée.
C’est peut-étre la plus sure.
Elle est basée sur le fait que les azimuts et hauteurs du soleil de I'aprés midi sont
symétriques de ceux de la matinée quand on néglige la variation de la déclinaison
au cours de la journée (ceci n’est rigoureusement exact qu’aux équinoxes)
Nord Le gnomon vertical AB est placé sur un plan
horizontal ou sont tracés des cercles
concentrigues au pied A. Chaque fois que
'extréemité de l'ombre touche un cercle, on
marque un point sur ce cercle (c’est le relevé
; des points d’ombres).
Sauf erreur chaque cercle porte un point du
matin et un point de I'aprés midi. En tracant les
médiatrices de ces segments on doit trouver le
Nord

A
Probleme de 'ombre d’un mat vertical ou de I’aréte d’un mur

Cette question est a considérer pour savoir les
limites de lecture sur le cadran d’'un mur vertical
dévié.

Connaissant tout ce qui précede on peut considérer
un style fictif AC passant par le sommet du mat et
ramener le probleme vers celui dun cadran
horizontal.

La perpendiculaire AD au style détermine un plan
équinoxe et une ligne d’intersection perpendiculaire
au plan Nord-Sud, sur le sol horizontal. Au moment
des équinoxes I'extrémité de 'ombre parcourt cette
ligne au cours de la journée

En rabattant DA en DA’, un angle horaire 6h coupe
cette ligne équinoxe en définissant un angle Bplan
qui est le lieu géométrique des extrémités des
ombres pendant toute I'année a I'heure considérée.
A T'aide du cercle de diamétre CE, il est facile de
tracer le triangle rectangle CFE, puis les ombres mini
et maxi aux solstices.

Par résolutions de triangles, on arrive a calculer les

orientations (A = azimut), et les longueurs des
ombres a toute heure et a toute période de I'année.
En limitant par exemple, son ambition a connaitre
'ombre au moment de I'équinoxe, il est possible de
prédire I'heure d’arrivée ou de disparition du soleil sur un mur d’inclinaison donnée.
DE = DBXtgA = ADXtgbh

axtgg

1gbh = %xtgfl =—><cos¢><tgfl = sin ¢><tgfl
AD a

Exemple : Sur un mur dévié de 30 degrés

tg6h =sin 48,6 x1g 60 6h=52,4deg = 51Zé4 env-3,5heures

La lecture disparait vers 15 h30 si orienté vers l'est
La lecture ne commence que vers 8 h30 si orienté vers l'ouest
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PARTIE 2 Cadrans équatoriaux

Les cadrans a projections planes conduisent a des graduations convergentes au pied
du style. Issues de calculs ou de tracés assez élaborés, elles sont personnalisées a
la latitude dont I'angle est présent dans les formules. Les courbes parcourues par
'extrémité du style sont des hyperboles décoratives, en général dessinées par
points.

Quand le cadran est déclinant (c'est-a-dire orienté vers I'Est ou I'Ouest) les gradua-
tions deviennent trés inégales. Ceci peut augmenter la précision dans les heures qui
précedent ou suivent midi (voir la figure qui montre un cadran double, orienté a + 30
degrés))

Dans les cadrans équatoriaux 'ombre du style est recue sur une surface de révolu-
tion dont I'axe est confondu avec le style. Cet arrangement conduit a des graduations
régulierement réparties. Trois formes de surfaces sont utilisables :

Cylindrique, Sphérique, Conique

Dans chaque cas les intersections avec les cénes solaires donnent des cercles et
des graduations horaires a répartition réguliere. Grace a la régularité de leurs divi-
sions, ces cadrans sont les plus précis et les plus faciles a calculer et a construire.

En général le style est constitué d’une tige diamétrale qui porte un repére en son
centre pour montrer le moment de I'année. La figure suivante montre des petit ca-
drans a projections sphérique, conique et mixte cylindrique et horizontale

Cadran cylindrique Cadran sphérique
Les graduations régulieres sur le cylindre  Les 2 sections circulaires correspondent

correspondent aux graduations irréguliéres  aux élongations du repére central
du cadran horizontal
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style (diameétre 1 mm)

cone développable gradué en heures

23°4
équinoxes

23°4

hiver

repére

PLAN de POSE limite inféreure de I'ombre du repere

HORIZONTAL

latitude (48°66' N)
|

\ | ’ Cadran équatorial a projection conique
|

\
Cadran cylindrique sans style

Invention de Pierre FLINOIS, brevetée et primée au concours Lépine de 1962

Dans un demi cylindre dont I'axe est incliné de I'angle de latitude, les arétes latérales
jouent le réle de style en donnant des ombres paralléles qui font un aller retour sur la
surface intérieure du cylindre. A I'angle horaire de 15 deg. correspond un angle au
centre de 30 deg.. A midi toute la surface est éclairée, a 9 heures et 15 heures les
frontieres d’ombres sont sur 'axe de symétrie. Pour que la lecture soit possible a
toutes les déclinaisons, il faut que la largeur soit supérieure a Dx1g23.4. Entre 11

heures et 13 heures la précision est tres sensible a la qualité de fabrication

soleil a 11 heures
O soleil a 17 heures

18 12

30 deg

11

10

©

23.4 de
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Le principe peut donner une autre solution améliorée en faisant coincider les lignes 7
et 12 heures, 8 et 13, 9 et 14 etc. Le triangle ABD est rectangle en A et 'angle en B
est 15 deg. L'angle AOB est de 150 deg.

On observe que dans tous les triangles du type ABC I'angle en C est égal a 75 deg.
Donc le lieu des points horaire est un cercle d’arc capable de cette valeur.

Les angles au centre tels que AOB , DOE sont égaux a 2 x 15 = 30 deg. Donc la
graduation est réguliére et les fractions d’heures sont bien confondues

On peut aussi utiliser les figures suivantes qui ont des propriétés intéressantes.

Dans un rectangle de largeur moitié de sa longueur on trace, a partir de A et A’, 2
faisceaux de division réguliere a 15 degrés. Il existe alors une ligne brisée a axe de
symétrie qui fait

| coincider les

A O A ouest heures du matin

6 18 et de [lapres-
midi.

Cependant les

17 fractions d’heure

ne peuvent pas

7 12 se confondre et |l
30 deg faut graduer les
\ demies heures
de chaque cété.
0
B 8 9 11 B
13 15
A 0 A’
6 18
13 17
7 1
1
{ 0
9
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Exemples de cadrans a contours cylindriques anguleux.

Variante de profil

Sur le modéle ci-contre le disque
perpendiculaire a I'angle de latitude possede
des cannelures espacées de 15 degrés. |l
suffit d’observer la progression de 'ombre sur
les flancs des cannelures. L’'axe supérieur
donne aussi I'heure pendant la période
estivale.

Les deux autres cadrans sont de la catégorie
a 2 styles formés par les arétes extérieures
de l'ouverture avec I'axe midi comme axe de
symétrie. Le dernier est tracé avec des
facettes inclinées de 15 degrés et les creux
de cannelures se trouvent ainsi sur un cercle
de diametre égal a I'ouverture.
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Cadran polaire en escalier

Il s’agit de construire une sorte d'escalier
symétrique ou chaque hauteur de marche
correspond a une heure. Les marches du matin,
c6té Ouest passent de 'ombre a la lumiére et
celles de I'aprés midi du soleil a 'ombre. Ceci
n'est possible que si les flancs des hauteurs de
marche appartiennent a des plans horaires
pivotant autour d’'un axe JK paralléle a I'axe du
monde.

Ainsi la contremarche marquée 15 heures se
confond avec le plan LMN d’un triedre rectangle
en A et de sommet N défini par :

NL sur xx’ ligne polaire inclinée de l'angle de
latitude :0 = b

Ny horizontale et orientée Nord-Sud

C angle horaire = 45 deg pour 15 heures

Pour construire chaque marche il faut calculer
'angle ¢ de NM qui est paralléle au bord et
I'angle solide B qui est la pente du flanc

Les formules de résolution du triedre rectangle donnent :
tgb
cosC

tgc=sinb-tgC et cosB =cob-sinC et: tga=

avec I'angle C=angle horaire et angle b = latitude

Les calculs sont plus faciles que la construction.

On peut lire les fractions d’heure sur les parties horizontales des marches, mais on peut
aussi augmenter le nombre de marches... jusqu’a l'infini pour obtenir une surface gauche
réglée sur laquelle les lignes horaires sont des droites horizontales
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Cadran a colonne inclinée

On considére un cylindre dont

) 'axe situé dans un plan vertical

D Nord-Sud est incliné de I'angle de
pla . latitude par rapport & un plan hori-
équinoxe vertical N-S zontal.

Il est proposé d’étudier I'ombre
projetée sur un plan incliné dont la

plus grande pente (y) appartient
au plan vertical. L’objectif étant de
calculer les graduations horaires
sur ce plan.

Le plan du cercle (O) perpendicu-
laire a Ol est un plan équinoxe et
la figure correspond & une heure
comprise entre 6 heures et midi.
Le plan horaire contenant le soleil
est tangent au cylindre et défini
par I'angle (6h). Il coupe le plan
vertical suivant DC et la ligne CE
représente la trace de l'ombre
tangente a l'ellipse que détermine
le cylindre sur le plan incliné

Sont donnés :
horizontal Rayon du cylindre OA =r
E Longueur Ol = h

Angles @, v, 6h

Il faut calculer les angles a, B, d et les longueurs AB , IB

Dans le triedre rectangle CD, CH, CE, poser: A=n/2, C=mn/2-6h, b= ®+Y
Application du cas V :

tga = > tge =sinbXtgC +> cos B =cosbxsinC

COS

18(0+7)
V4
COS(E —6h)

Dol : |0 =c=arctg(sin(¢+ 7/)><tg(§ —6h))| |A=a=arctg

Dans le triedre rectangle 10, IC, IB, utiliser les mémes formules en posant
A=m/2, C=6h, b=rn-(P+Y)

Dou: |f=a= arctg[W} o = ¢ = arctg[sin(z — ¢ — y) x 19 6h]
cos
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AB =0[+0A><tg(,3—%) =h+r><tg(,8—%)

Ensuite : r
=7
COS -
(B ;)
La longueur de 'ombre a I'équinoxe se calcule dans le triangle ABE
AB
rectangleen A: BE =
cos A

Aux périodes de déclinaisons, calculer
Angle en E’: ¢:§—/1+d
BE'

AB
Appliquer :—— =
sin @

V.4
sin(——d
(2 )

E"

II'y a intérét pour réduire la
surface graphique a incliner
légérement le plan vers le Sud
(5 deg.) et a n'utiliser qu’un
demi cylindre qui permet
d’utiliser son aréte Sud
comme cadran classique en-
tre 12 et 18 heures qui donne
des lignes plus longues et
plus lisibles, paralléles aux
tangentes correspondantes de
l'ellipse.
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A

Utilisation de I’hélicoide développable

A

P
;B
}
B

<

D

Al

27r

Les lignes horaires se tracent en divisant I'arc 6 en
24 parties et en tracant les tangentes (dans le bon
sens), avant de former I'hélicoide par des plis tan-

gents puis collage ou soudure.

Remarque : La courbe ABD, section de I'hélicoide
par un plan perpendiculaire au cylindre, est la de-

veloppante du cercle de base

L’hélicoide est une surface réglée construite a partir
d’'une hélice portée par un cylindre. Sa définition la
plus simple est: Surface lieu géométrique de la tan-
gente a une hélice circulaire . Le segment BC, incliné
de l'angle B appartient a la surface. L’intersection
avec un plan tangent au cylindre suivant la ligne CH
est donc une ligne droite du cété CB et une ligne
courbe de l'autre céte.

On peut alors imaginer que si le soleil était dans le
plan (P), 'ombre du cylindre serait rectiligne

L’ axe du cylindre doit étre incliné de I'angle de lati-
tude sur le plan horizontal et il semble y avoir une so-
lution avec une hélicoide a gauche de pente 30 a 35
degrés pour que le soleil projette 'ombre sur la face
« creuse» de la surface

La surface est développable sous forme d’'une cou-
ronne dont le rayon intérieur et I'angle au centre se
calculent ci-dessous :
L’hélice se développe en un triangle d’ou :
AA'= 2XTTXF

cos

Le rayon (R) de la couronne développée doit étre égal
r

d’ou

au rayon de courbure de I'hélice: R =

Rx60=AA'"— 0 =2x7xXxcosf
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Cadrans a développante de cercle

Il s’agit d’'un cadran de type équatorial ou les rayons solaires sont tangents a une
surface cylindrique dont la section droite est une développante de cercle. Les géné-
ratrices étant paralleles a I'axe du monde, les graduations horaires sur une surface
réglée et paralléle a ce méme axe sont des droites
paralléles.
Afin d’avoir des graduations d’écartement presque
y 4 H constant, 'ombre du profil en développante est re-
gue sur une surface cylindrique a profil courbe (par
B exemple parabolique).
Un tel cadran devrait avoir 2 parties symétriques,
mais s’il est portatif, on peut le concevoir pour qu'il
soit retourné vers midi pour fonctionner sur la se-
> X conde partie du jour.
La développante est la courbe décrite par I'extrémité
d’un fil qu’on déroule de la surface d’un cylindre en
le maintenant bien tendu
La développante du cercle (l) a son origine en O. Un
point B est défini par : AB = arc OA
R La tangente Bh est perpendiculaire a AB et donc pa-
rallele au rayon IA

C Calcul des coordonnées du point B dans le systeme
Ox, Oy :
OA=Rx(0+0a)=AB= Rxtgl d’ou I'équation de l'involute, fonction fon-
damentale, utilisée dans les calculs de profils d’engrenages :
a=inv-0=1g0—-6
R
cos @

Les coordonnées de B :
xB = IBXsin« et: yB =IBXcosa—R

IB =

L’angle horaire est : H=a+6= tg@ en radians

Il faut calculer 6 pour les angles horaires de 15 en 15 degrés puis les angles a, puis
les coordonnées des points B

Pour graduer la partie réceptrice, il est simple
d’utiliser un cylindre et suffisant d’opérer par traceé a
partir de chaque point B ou I'angle de tangence est
I'angle horaire.
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Cadrans coniques

S Pourvu que le style soit parallele a 'axe du monde, on peut
le projeter sur un céne creux ou en relief. Les lignes horai-
res sont des trongons d’hyperboles qui convergent au pied
du style, la ligne équinoxiale est en général une hyperbole,
les lignes de déclinaisons sont des intersections de cones.
On suppose le style implanté au bord du cercle de base,
'axe du céne peut étre incliné mais il est considéré vertical
dans I'étude suivante

Pour que les ombres d’hiver touchent le pied du style il faut
que l'angle a soit

< (%—q)—é) =< (90— 48.6 - 23.4) < 18deg

S2

Le plan horaire d’angle diédre (H) donne sur le plan horizontal une trace AB d’angle
(h) : tgh=singxtgH ,
et sur le cdne I'hyperbole AJB.
Pour tracer cette courbe par points, on considéere la section par un plan vertical
d’angle B et on calcule les distances JC et KC.

opP OA

sinh _ sin(z— B—h)

Dans le triangle OAP,on a :

qui donne : OP:'RXLnh et OS :i, puis
sin(z— f—h) 1g@
opP sinhxt
gy="20 Shxigg
OS sin(r—f-h)

En s’intéressant aux triangles CPJ et CPK, les angles en J et K sont:

anglefz%—a—y/ et:

angle[%z%—a+7/

Qui conduisent a:
s CP=R-0Sx1gy=Rx(1-'87)
189
v Dans le triangle CPJ : _CPA = ij
c sinJ sin(+7)
St d’ou CJ
J
/ Dans le triangle CPK : ?PA = (;[J
P sin K sin(——7%)
@) C 2
K d’ou CK
Comme la courbe est symétrique il sulffit
-« R de choisir B =1/6, 1/3, 1/2 de chaque angle

au centre AOB..
Les courbes sont a tracer sur le développement en tenant compte de la
proportionnalité entre les angles au centre de la développée et de la base :

ax =2TXR=0=2rXcosx

coso
Les points sont donc a tracer avec f'= fxcosa
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Cadran dans une demie pyramide creuse

On se propose de réaliser un cadran avec un style droit
vertical OS qui se projette sur les flancs d’'un demie py-
ramide creuse. Le plan OSB vertical Nord-Sud est un
plan de symétrie. SBC incliné de I'angle o par rapport a
-~ la verticale est nommé plan frontal

SAC incliné de I'angle B par rapport a la verticale est le

plan latéral..

Pour trouver le lieu des projection du point O sur cha-

que plan, il parait plus facile d’utiliser les azimuts et

hauteurs solaires.

Pour calculer les angles de faces a1 et 1,

poser OS = | et écrire :

AC OB Ixtga

rgal = =tgaxcos f

AS AS I
cos

De méme :1gf1 =tgff Xcos

Considérer un plan incliné de I'angle ® dont la trace horizontale Ox fait un angle 6 par rapport
a la direction Sud-Nord

( 6 =0 pour face orientée a I'Ouest, 6 = 90 pour face orientée au Sud)

Le soleil est dans un plan vertical défini par son azimut (a) et sa hauteur (h). Ce plan coupe le
plan incliné (‘n ) suivant la droite OJ sur la quelle on cherche a calculer la position du point P
ombre du point S. Le probléme revient a calculer OP et 'angle A

Calculs sur le triedre OS, OH, OJ ou sont connus 2 angles entre faces et un angle au
sommet. Ce triedre est rectangle est correspond au cas :

A:% @:%_(a_g) b=¢ et les formules sont :

tgb
cosC

tga = tgc =sinbxtgC cos B =cosbxsinC

En remplacant :
»= .tg—¢ angle de 'ombre : 1g4 = _sing
sin(a — 0) tg(a—6)

La longueur de 'ombre OP se calcule dans le triangle OPS par :
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OP

(0N

(0N

cosh

sin(g —h) sin(7 - (72[ —h)—p) cos(p—h)

OP=0S$§

cos(p—h)

A priori il n’y a pas intérét a dévier ce genre de cadran, et on profite alors de la symétrie dans
le graphique.

V4
Pour les 2 flancs latéraux I'angle 6 est = 0 et pour le flanc du fond 8 = Y

On adonc

Cas du flanc latéral

Cas du flanc du fond

f
gp="52

Sina
1] = sin ¢

tga

igp = =

tgh

g 189
cosa

. z
sin(a +
( 2)

sin ¢ .
=———— =sin@x1tga
p Px1g

tgla+ 5)

Dans le méme principe, un cadran peut se faire, plus facilement, dans un demi céne

Exemple :

AvecOS=L,ona:

L

OB =Lxtga
cosa

L’angle d’azimut définit un arc JB qui se retrouvera

dans la développée du cone avec un angle au cen-

tre (b) calculé par :

et SB =

Lxtgaxa= xb >—b=axsina

cosa
La longueur d'ombre SA se calcule dans le triangle
OAS par :

AS oS
h [z o
€08 sin[ —(a— h)}
2
AS = cosh
cos(ax—h)
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Cadran a style circulaire

En considérant une courbe plane, dans un plan Nord-
Sud, telle que sa tangente parallele a 'axe du monde
coupe un plan en un point S, on observe que 'ombre de
cette courbe reste tangente aux lignes horaires du
cadran constitué par la tangente ST et le plan de
projection. Pratiquement on ne s’intéresse qu’au cas
simple du style constitué par un demi cercle dont la
projection sur un plan horizontal est une ellipse.

Connaissant les azimuts et hauteurs a chaque heure et
différents moments de I'année, il est facile de calculer
dans le systéme yOx, les coordonnées du point B en

fonction de I'angle 0, variable de 0 a

AH
Y, =OH + HB-cosa=R-cos@ +——-cosa
tgh
sin@-cosa
Y, = R~(cos9+—}
tgh
sin@-sina
tgh
La position du point S se calcule par :
R
0S =—
sin @
Les coordonnées des points T’ se calculent par

X, =HB-sina=R

- /4
les formules précédentes avec 9:5+(p et

les lignes horaires sont les droites ST’ et on
vérifie qu’elles sont bien identiques a celles du
cadran horizontal.

On peut aussi calculer la position du point M qui est le maximum de Yg correspondant
au point haut de la courbe.

cosa

tgh

Ygest de laforme :Y, = R-(cos@+m-sin 8) avec m=

En dérivant par rapport a 6 :

Y, =R-(—sin@+m-cos )
La dérivées 'annule quand :
cosa
tgh
On en déduit des valeurs de 6 pour
calculer par points des courbes

hyperboliques entre le solstice d’hiver
et les équinoxes.

sin@=m-cosd —>tgf=m=
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Cadran sans calcul du type escalier :

Toute face parallele a un plan horaire peut donner une information de temps en
passant de 'ombre a la lumiére ou en passant de la lumiére a 'ombre.

On sait que ces plans horaires sont paralleles a 'axe du monde et sont indépendants
de la déclinaison. L’intersection de 2 de ces plans est donc parallele a 'axe du monde,
c'est-a-dire a une droite dans un plan Nord-Sudt inclinée de l'angle de latitude par

rapport au plan horizontal.

Il N’y a alors pas besoin de calculs mais d'imagination pour constituer un solide

possedant sufflsamment de faces planes capables d’indiquer les heures entre 6 h. du

matin et 6 h. du soir.

La solution suivante est composée de 7 prismes
droits a base carrée qui sont empilés avec
chaque fois un décalage angulaire de 15 degrés .
Il a paru avantageux de les orienter autour d’'une
aréte commune qui rappelle 'axe du monde

Les heures matinales passent de 'ombre a la
lumiere. Les heures d'aprés midi se lisent a
gauche et a droite (a gauche les faces s’éclairent,
a droite elles passent a 'ombre).

On pourrait aussi imaginer un axe portant 13
plans qui couvrent 180 degrés, mais en acceptant
'encombrement de longueur.
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PARTIE 3 Méthode astronomique, trigonométrie sphérique

Ces calculs découlent de la trigonométrie sphérique
dont les bases sont rappelées ci-dessous. Cette
trigonométrie s’applique au triedre en établissant des
relations entre les angles au sommet sur les faces et
les angles entre les plans du triédre

Dans un triédre quelconque de sommet S les angles
sur les faces au sommet sont nommés a, b, c. Les
angles entre les faces qui se coupent sur l'aréte
opposée s’appellent A, B, C. Les propriétés qui
suivent, sont évidemment indépendantes des
distances SK, SM, SL. Quand elles sont égales, le
sommet du triedre peut devenir le centre d'une
spheére.

Les angles A, B, C se mesurent alors sur des plans tangents a la sphére aux points
K, L, M. Les 3 points forment sur la sphére un triangle baptisé sphérique.

Les formules courantes sont :
sina _sinb _ sinc

sinA sinB sinC

cosa =cosb-cosc+sinb-sinc-cos A

cosA=—-cosB-cosC+sinB-sinC-cosa

cosa-sinb=sina-cosb-cosC +sinc-cos A

cota-sinb=cosb-cosC+sinC-cotA
Ces formules s’écrivent aussi en appliquant la régle de récurrence circulaire.

Rappel des démonstrations

M

Projeter le point M sur le plan (z S y), puis le
point H sur les cétés Sz et Sy. Les plans MBH et
MAH sont perpendiculaires a Sz et Sy et
déterminent les angles B et A du triedre. On
peut écrire :

MH = MBxsin B = MS xsin axsin B

MH = MAXsin A = MS XsinbXsin A

D’ou :

) oA .o sina sinb sinc
sinaxsin B=sinbxsin A — — = =

sinA sinB sinC
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Par un point C de Sx le plan perpendiculaire a Sx
coupe les arétes Sz et Syen Aet B
On sait que :

AB? =SA? +SB*—2-SA-SB-cosc

AB* =CB* +CA* =2-CB-CA-cosC
SA* =SC* + CA?
SB> =SC> +CB>
Et en égalant les 2 expressions de AB? | |l
vient :2-SC? —2-SA-SB-cosc =-2-CB-CA-cos C Et
en divisant par 2-SA-SB on arrive a

SC _SC CB_CA

COSC = —— X "= 4 ——x——xcos C
SA SB SB SA

cosc =cosb-cosa+sina-sinb-cosC
Et par récurrence circulaire :
cosa =cosb-cosc+sinb-sinc-cos A

En remplagant

cosb =cosc-cosa+sinc-sina-cosB

La 3°™ formule se démontre en considérant le triedre
y supplémentaire construit sur le sommet S. Il s’agit du
triedre construit en menant Su perpendiculaire a la
face SAB, Sv perpendiculaire a la face SBC et Sw
perpendiculaire a la face SAC.
Donc Su est perpendiculaire a SA et SB, de méme Sv
est perpendiculaire a SB et SC.et Sw perpendiculaire
aSAetSC
Par conséquent :
Su et Sv déterminent un plan perpendiculaire a SB
Su et Sw déterminent un plan perpendiculaire a SA
Sv et Sw déterminent un plan perpendiculaire a SC

Considérer I'aréte SA et le plan Su,Sw pour calculer
'angle de face a

a':uSA'w:fl—Z-(fl—%):fr—fl de méme :

A

uSv=7-B et vSw=7-C

Le plan (vSw) est perpendiculaire a SC

Le plan (uSv) est perpendiculaire a SB, donc ces 2 plans
sont perpendiculaires a la face (BSC)

Et immédiatement on a : f =7 —a, qui est I'angle du diédre

d’aréte Sv.

Finalement le triedre supplémentaire a pour angles de
faces :

(r—A) = (x-B) - (r-C)

Et pour angles de diedres :

(t—a) > (r—-b) > (x—c)

I suffit d’appliquer les premiéres formules en notant que les cosinus (rn - o) introduisent
un signe négatif.
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cos(t—A)=cos(x—B)-cos(x—C)+sin(x—B)-sin(t—C)-cosa

—cosA=cosB-cosC—sinB-sinC-cosa

Remarque : 3 points A, B, C sur une sphére de centre O
définissent le triedre OA, OB, OC et les 3 plans tangents a la
sphere en A, B, C possedent un point commun O’ et leurs 3
intersections O'A’, OB, OC’ constituent le triedre
supplémentaire a celui de centre O

Applications

La meilleure application est la résolution des triangles sphériques (ou simplement des
triedres ).

Il suffit de connaitre 3 éléments pour déterminer les 3 autres a 'aide de formules assez
compliquées Il y a toujours 6 cas de combinaisons des données

Ces formules prennent des formes simplifiées quand il y a un angle droit.

Si c’est un angle diédre (A = %), le triangle est dit rectangle

Si c’est un angle de face (a = 5) , le triangle est rectilatére

Notations a,b,c cbtés (angles de faces)

A /B, C angles aux sommets (angles diedres)

2p=a+b+c périmetre

2E=A+B+C—7x excés sphérique

Retr rayons sphériques des cercles circonscrit et inscrit (angles au
centre pour des triangles dessinés sur la sphéere de rayon unité

Consulter les 3 pages des formules copiées dans les tables de logarithmes Bouvart et Ratinet
copyright 1902, édition 1946

Inclinaison de la ligne jour nuit

Vue du soleil la terre est une sphére dont une moitié est éclairée et l'autre dans
'ombre. Leur frontiere est un grand cercle perpendiculaire au rayon terre soleil.
Cependant la terre tourne autour d’'un axe incliné de direction constante qui définit les
pbles et les méridiens. Donc les méridiens doivent en général couper le grand cercle
avec une certaine inclinaison. Cette inclinaison est maximale aux solstices quand le
plan de projection de I'axe de la terre sur le plan écliptique contient le soleil.
L’inclinaison est nulle aux équinoxes car le plan de projection de l'axe est
perpendiculaire au rayon du soleil, c'est-a-dire comme le grand cercle frontiére entre
'ombre et la partie éclairée.

L’inclinaison est maximale les 21 juin et 21 décembre mais les sens sont opposés.

Ce maximum varie avec la latitude. A I'équateur, son maximum est de 23.6 deg. qui est
l'inclinaison de 'axe de la terre.

Sur les croquis suivants, on voit 'effet calculé a la latitude de Bourges (47 deg. N) ou
linclinaison maximale atteint 36 deg.
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équinoxes

Calcul de I'inclinaison en fonction de la date et de la Iatitude

Les rayons solaires sont perpendiculaires au plan
(z 2 A) qui fait un angle a avec le plan de I'axe OP
de la terre.. Un plan horaire d’angle (H) définit une
méridienne PA qui coupe le cercle d’'ombre en un
point A

On peut écrire les relations nécessaires pour que
le point A appartienne a une latitude donnée ¢ puis
en déduire I'angle B d’inclinaison.

Les calculs se font sur le triedre (OP, Oz, OA) ou
'on connait :

L’angle A= o

L'anglea=m/2-¢

L’angle b = angle POz = 23.6 deg

Cas 5 des triangles sphériques quelconques :

. inb-sin A

On obtient B par : sin B = w
sSina
Et I'angle H par son complément :
to A-B sin a+b
¢ 2 2
cot— =
.. a—-b
sSin

Les calculs sont faits avec a = 0 (équinoxe), 30, 60, 90 deg.(solstice)

o deg

30 |60 |90

B deg

17.1 | 30.6 | 35.9

H deg

40.5 | 81.1 | 117.5
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Coordonnées astronomiques Hauteur et azimut solaire

La figure représente la

n3.Adeq sphere céleste qui s'étend

\f\ e autour de la terre avec le
Y —— B e P systétme de coordonnées

P, =N pan horizon de équatoriales  (c'est-a-dire
7 = La AP qui se réfere a I'équateur

terrestre et aux longitudes
et latitudes)

La ligne des pbles ter-
restres qui représente a
nos yeux l'axe du monde
est inclinée de 23.4 degrés
sur la normale au plan
écliptigue. L’équateur est
perpendiculaire a cet axe.

On considére un point de la
terre situé par exemple sur

le méridien zéro
(Greenwich) et de latitude
P.

A la verticale PA
correspond un plan

perpendiculaire qui est le
plan horizon du point P. En
S se trouve une étoile sur la
sphére céleste (pour
faciliter la compréhension de la figure ce n’est pas le soleil qui est ailleurs ...sur
I'écliptique)

Le grand cercle passant par A et par S est perpendiculaire au plan horizon, la position
de S dans ce plan est définie par I'angle h appelé hauteur

Le grand cercle passant par le point A et la ligne des pdles est perpendiculaire au
plan horizon. L'angle A qu’il forme avec le plan précédent détermine I'azimut de
I'étoile S

Le grand cercle passant par S et les pbles permet de définir 'angle horaire H de
I'étoile par rapport au méridien de P. Cet angle H se mesure sur I'équateur a raison
de 15 degrés par heure. On définit finalement I'angle ® de S par rapport a I'équateur,
appelé déclinaison et qui varie au cours du déplacement annuel de la terre sur
I'écliptique

Le triedre de sommet P et d’arétes PA, PN et PS permet d’écrire :

cos 2 = cos(Z — ) = cos( + §) x cos( — §) +sin(Z — @) xsin(Z + §)x cos H
2 2 2 2 2
. T
sinz s1n(5 -0)
sin H sin(x—A)
En transformant un peu, on arrive aux 2 formules fondamentales :

sinh = sin 0 Xsin@ + cos #xcos o Xcos H

) cosoOxsin H
sSinA=——-—"——"—

cosh
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La formule suivante, indépendante de h, est également citée par des spécialistes :
cosd xsin H

18A = — :
sin @x cos 0 X cos H —cos ¢ xsin &

On trouvera plus loin une démonstration de cette formule mise en forme simplifiée
. sin H

(division par cos 9) 1gA = -
cos@xtgo +sin@gxcos H

Les calculs se font pour une latitude, des declinaisons choisies et a chaque heure.

Les courbes obtenues se prétent a des régressions du 3°™ et 2" degré

La figure montre que la connaissance des angles de hauteur h et d’azimut A du soleil,
est suffisante pour calculer a tout moment I'orientation et la longueur de 'ombre d’un
mat vertical

Si du sommet, on abaisse dans le plan Nord-Sud, une ligne inclinée de I'angle de
latitude sur le plan horizontal, il apparait un cadran fictif, polaire horizontal, dont
I'angle Bplan correspond a 'angle horaire H . Quelle que soit la date, mais a la méme
heure, les extrémités des ombres se trouvent sur la ligne DD’

solel < soleil 2 La seconde formule donne la valeur de
) A a partir de la hauteur issue de la
\ premiere et en veillant a conserver la

A méme valeur de déclinaison. L'angle A

provenant d’un sinus, penser a prendre
la valeur 90 deg.+ A dés que 90 degrés
sont atteints. (Voir les courbes)

La premiére formule permet aussi de
calculer I'heure de lever ou de coucher

A=azimut w . < . ,
C D du soleil. Sa hauteur a I'horizon étant
nulle on obtient :
ombre

cosH =—tgdxigd

Exemple : au moment des solstices
arccos H =—-1g23,4x1g48,6 =119,39deg

arccos H =1g23,4x1g48,6 = 60,60deg

A Paris, la différence est donc d’environ *2 heures par rapport a 6 heures
Les courbes suivantes montrent les variations de I'azimut et de la hauteur solaire
pour une heure donnée au cours de I'année
L’origine correspond a midi, chaque intervalle des abscisses représente 1 heure, les
valeurs ont été calculées pour les déclinaisons de -23.4, -11.5, 0, +11.5, +23.4
degrés.
Les angles négatifs signifient que le soleil est passé en dessous de I'horizon, c'est-a-
dire vers 16 heures au jour le plus court, exactement a 18 a I'équinoxe et vers 20
heures au jour le plus long
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Angles d’azimuts (A) en fonction de I'angle horaire (H), (1 heure = 15 degrés)

La courbe supérieure verte est relative au solstice d’été, la médiane rouge est
'équinoxe et l'inférieure bleue est le solstice d’hiver. Calculées a la latitude de 48.6,
(proche sud Paris)
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Il est possible d’utiliser I'angle de hauteur pour créer un cadran solaire. L’application
principale est le cadran de berger (étudié plus loin)
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Le tableau suivant montre, avec une bonne approximation, les azimuts et hauteurs au
21°™ jour de chaque mois a la latitude 48.6 degrés

Déclinaisons | -23.45 -20 -11 0 12 20 23.45

degrés
dates 21/12 | 21/01 | 21/02 | 21/03 | 21/04 | 20/05 | 21/06
dates 21/12 | 21/11 | 21/10 | 21/09 | 21/08 | 21/07 | 21/06
HAUTEURS | degrés
midi 1795 | 214 | 304 | 414 | 534 | 61.4 | 64.9

11 et13 h. 16.7 20 28.9 | 39.7 | 51.3 59 62.2
10 et 14 h. 12.1 164 | 248 | 349 | 45.7 | 52.6 | 55.5

9et15h. 7.5 105 | 184 | 27.9 | 37.8 | 441 46.7
8et16 h. 0.3 3.1 10.5 | 19.3 | 28.6 | 34.6 37
7et17 h. 1.4 99 | 189 | 247 | 271
6et18 h. 0 9 149 | 174
5et19 h. 55 8.1
AZIMUTS | degrés

midi 0 0 0 0 0 0 0

11et13 h. 14.4 15 16.9 | 19.7 | 23.9 | 28.1 | 30.6
10 et 14 h. 28.1 29.3 | 32.7 | 37.6 | 445 | 50.7 54
9et15h. 409 | 425 47 53.1 | 61.1 | 67.7 71
8et16 h. 52.6 | 54.6 | 59.8 | 66.6 | 748 | 81.2 | 84.2
7et17h. 65.8 | 71.5 | 78.6 | 86.8 | 87.2 | 95.5
6 et18 h. 90 98 |103.5| 106
5et19 h. 109.1 | 114.2 | 116.5
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Peut-on trouver le Sud a l'aide d’une montre ?

SuD

azi

110

'y a une méthode simpliste et assez répandue qui
pourrait faire égarer bien des aventuriers.

(" Elle dit : Sur une montre réglée sur le temps universel de
./ Greenwich, orientez la petite aiguille sur le soleil et la
7 bissectrice de son angle avec le chiffre de 12 heures doit
15 indique le Sud.

Ceci ne peut étre exact car la rotation de laiguille de
montre est réguliére alors que | 'azimut du soleil est
V/ variable au cours de la journée et de I'année.

|

; SUD supposé
réel

Le graphique montre I'évolution de I'azimut

100 —

90 +—

[0}
o
|

‘ aux 6 périodes de I'année qui correspondent
1 3 au tableau précédent.

‘ La droite OA représente la rotation de
l'aiguille de montre (90 degrés entre 9 et 12
heures et entre 12 et 15 heures).
La droite OB représente la rotation de la bis-
sectrice.(45 deg. en 3 heures))
On voit qu’elle reste proche des 3 courbes
qui couvrent novembre, décembre, janvier,

~
o

février et que par conséquent I'approximation
est assez bonne en cette période ou

0
o

malheureusement I'ensoleillement est
médiocre.
Mais si on applique cette méthode a 15

azimut solaire en deg.
)
o

H
o

heures au solstice d’été, le Sud est a 70 deg
du soleil, et l'aiguille de montre qui est a 90
degrés conduit a penser que le Sud serait a
45 degrés du soleil. L’erreur atteint alors25

deg.

‘ A défaut de boussole, il faudrait avoir les
/ } courbes ci-contre, la date, I'heure, et un

| rapporteur d’angle....
‘ ‘ En calculant I'erreur, on voit que celle-ci peut
étre ramenée a environ + ou - 10 degrés si

\qi 13 14 15 16 17 18

on se décale, vers le chiffre 12 de 2/3 de
'angle compris entre la petite aiguille et le
nombre 12

10 9 8 7 6
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Détermination de 'ombre d’'un mat vertical sur un plan horizontal

Le prochain tableau de calculs permet de prévoir 'ombre portée par I'aréte verticale
d’'un batiment a différentes heures de la journée et de 'année.

On en déduit par exemple 'ombre portée par une haie, un mur, une maison dont on
connait I'orientation et les dimensions

Les résultats sont :

L’angle (H) de hauteur en deg.

L’angle d’azimut en deg.

Les coordonnées de I'extrémité de 'ombre quand l'origine est prise au pied
de l'aréte avec I'axe des y orienté sur le Nord. (Les x sont négatifs le matin et positifs
aprées midi)

La longueur de 'ombre pour un mat de hauteur 10

latitude deg 48,6 0,8482

31- 28- 30- - 22
dates 23-déc. janv. févr.  21ma avr.  21-juin juil.  sept. 31-oct.
numéro du jour 356 31 59 80 120 171 212 265 304
déclinaison du jour -23,4 173 -79 0,3 148 234 182 03 -141
heures H deg
8ou 16 60 0,3 53 13,0 195 308 37,0 333 195 79
9ou 15 45 75 12,9 21,1 281 40,1 46,7 428 281 15,7
10 ou 14 30 13,1 18,8 216 352 482 555 51,1 352 218
11 0u13 15 16,7 22,7 320 400 540 622 57,3 40,0 25,9
12 0 18,0 24,1 335 417 562 648 596 417 27,3
8ou 16 60 52,6 56,1 61,7 668 770 842 79,7 66,8 58,0
9ou15 45 40,9 41,7 441 474 58,0 71,0 62,1 47,4 424
10 ou 14 30 28,1 29,0 31,2 342 43,5 54,0 47,0 34,1 29,6
11 0u13 15 14,4 149 163 18,1 23,8 30,6 26,1 18,0 15,3
12 0 0,0 0,0 0,0 0,0 00 0,0 0,0 0,0 0,0
hauteur du mat 10
x8 89,9 383 259 16,4 132 150 259 61,1
x9 49,7 29,1 18,0 13,8 10,1 8,9 96 138 24,0
x10 20,2 142 9,9 80 6,2 56 59 8,0 12,3
x11 8,3 6,2 4,5 37 29 27 28 37 5,4
x12 0,0 0,0 0,0 0,0 00 0,0 0,0 0,0 0,0
y8 206 11,1 38 13 27 111 38,2
y9 57,4 32,7 18,6 12,7 6,3 3,1 5,1 12,7 26,3
y10 37,8 256 16,3 11,7 6,5 4,0 55 11,7 217
y11 32,3 23,1 154 113 6,6 45 58 11,3 19,9
y12 30,8 224 151 112 6,7 4,7 59 11,2 19,4
L ombre a 8 h. 435 282 16,8 13,3 152 282 72,1
L9 75,9 43,8 259 18,7 119 94 10,8 18,7 35,6
L10 42,9 29,3 191 142 89 6,9 8,1 142 249
L11 33,3 239 160 119 73 53 64 11,9 20,6
L12 30,8 224 151 112 6,7 47 59 11,2 19,4
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Méthode générale de calcul des cadrans par la trigonométrie sphérique

Cette méthode, qui peut paraitre assez abstraite, est la plus rationnelle et la plus
précise. Il suffit de faire confiance aux formules de trigonométrie sphérique et on peut
vérifier gu’elle présente des possibilités d’extension générale

Elle s’applique au cadran polaire a projection sur un plan quelconque.

On utilise la figure d’'un cadran pseudo horizontal dévié vers I'Est pour étudier les
équations.

Mais il faudra examiner les cas d'orientation vers I'Ouest et ceux ou une ligne
parallele a 'axe du monde sort du plan vers le Sud, c'est-a-dire les cadrans verticaux
et pseudo verticaux).

BD est le style, dans le plan vertical Nord-Sud, incliné de I'angle de latitude (®) sur le
plan horizontal. Le plan de projection ABC est défini par sa pente (y) sur le plan
horizontal et sa trace (B) par rapport a la direction Sud-Nord

La longueur du style est choisie pour que le plan équinoxe, qui lui est perpendiculaire,
passe par I'axe Oy. Un plan horaire défini par I'angle (H) coupe le plan ABC suivant la
droite BP

Pour graduer le cadran il faut calculer I'angle ABP (8 plan) et pour calculer les
longueurs d’ombres, il faut calculer 'angle (a1) du triangle rectangle BDP

Les calculs se font sur le triedre de sommet B et d’arétes BD, BA, BP avec les
correspondances de notations suivantes :

a=af A=TT-A
b=6 plan B=H
c=P-b1 C= non concerné

Les inconnues sont les angles a et b donnés par les formules suivantes :

cosA_th € sinA_th €
tga+b= 2 gz ) tga_b= 2 2
2 A+B ’ 2 . A+B
cos sin 5
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Mais Il faut d’abord calculer I'angle (b1) de la trace du plan ABC sur le vertical N-S et
la pente (A) du plan ABC sur le méme plan vertical Dans le triedre rectangle de
sommet B et d’arétes BA, BO, BC,on a:

a= angle en B de ABC

b=B
c=b1

=T1/2
A
Y

A
B
C

b et C étant connus on utilise les formules :

tgb ) . <
tga = 3 ;  tge=sinbxtgC ; cosB=cosbxsinC c'est-a-dire :
cosC
t
Angle en B sur ABC= arctg(g—’g)
cosy
A = arccos(cos X sin )
Angle b1=arctg(sin fXxtgy)
Quand la pente s’accroit le cadran devient
A pseudo vertical et le sommet du triedre de calcul
®-b \ o0, passe en A.
| ‘ pan L'angle 6 plan se calcule par le triedre de
N sommet A AD, AE, AP ou sont connus l'angle
@ horaire H, I'angle de diédre - A

L’angle de face ¢ - b

C'est-a-dire des valeurs exprimées comme
précédemment a partir des parametres de
définition du plan

Donc les formules précédentes restent valables
quelle que soit la pente du plan.

Mais il semble ne pas en étre de méme pour
I'orientation.

En observant le cas d’'un cadran symétrique
orienté vers I'Ouest, on voit que la différence
viendrait de I'angle diedre (A) de l'aréte AJ qui
vaut A pour calculer 'ombre AP’ sur un plan
orienté Ouest et (7 - A) pour 'ombre AP sur un
plan orienté a I'Est.
Néanmoins on arrive a
un calcul assez simple
par tableur XL qui couvre
les 2 cas a condition
d’introduire une
orientation X deg. (< =

90) pour un cadran vers
'Est et 180- X pour celui
vers I'Ouest

De toutes fagons, chaque
fois qu’il y a une solution
graphique, on a intérét a
vérifier  lidentité  des
résultats.
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Calcul de I'angle de la droite équinoxe

Considérer le triedre rectangle de sommet E et
d’arétes EB, EP, ED ou on recherche I'angle BEP
en connaissant :

C=n-4 19:2—(;/5—151)

En appliquant 'une des formules précédentes on
a:

tgb -1

tga: =
cosC tg(¢—bl)-cosA

Calcul des longueurs d’'ombres :

La longueur d’'ombre BQ est proportionnelle a la longueur BD du style et dépend de la
déclinaison. Il parait plus facile de calculer son extrémité Q par rapport a la ligne
équinoxe

Considérer le triangle rectangle PDB ou sont connus
BD et I'angle aft

PD = BD -tgal
PO PD _ BD-1gal
' +
sin o sin(;[—alié') cos(al £ 9)
PO = BD tgal-sin o
cos(al £ 0)

Cas de cadrans ou le pied du style est hors figure :

Les angles se conservent et se calculent avec un
style de longueur quelconque.

Le seul probléme est de déterminer le départ des
lignes horaires sur la ligne OM intersection du plan de

/ pose et du plan (w) de cadran. En général le plan de
pose est horizontal et il suffit de tracer un cadran
horizontal sur le sol pour trouver les points
d’intersection avec la ligne OM.

Le calcul des longueurs d’'ombres oblige a connaitre
S o ;

le point de rencontre du style SB avec le plan ()
D Dans le triedrDans le triedre rectangle de sommet O

Le plan est défini par l'orientation (B) et sa pente (y)

OM, ON, Oy on peut calculer :

L’angle d’intersection avec le vertical Nord-Sud : tga =sin [ -tgy
t

L’angle de face MON : 190 = 188
cos A

Selon que I'angle (o) est inférieur, supérieur ou égal a (¢), le cadran est pseudo
horizontal, pseudo vertical ou polaire. Les lignes horaires convergent sur le point D
ou sont paralléles.
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Connaissant OS = d, la longueur SD se calcule dans le triangle OSD ou I'angle en D

est

angleD =¢—a
. [ON _ TS'D s SD=d. .sma
sin(p—«a) sina sin(¢ — @)

Application au cadran sur un toit a 2 pentes

On considére un toit dont I'aréte faitiere
AB est dans un plan vertical Nord-Sud
et inclinée de I'angle B par rapport a
I'horizontale. La pente du toit est définie
par l'angle o par rapport au plan
vertical.

Par résolution du triédre rectangle SB,
Sy, SC on obtient

1gp

tgy=sinf-tga et tgp=
cos o

L’hypothése est de placer un cadran
polaire sur le flanc ABC et d’étudier le
graphique des heures matinales

Le plan S1PK du cadran donne sur le
toit une intersection S1u paralléle a AB,
un angle horaire (H) produit 'ombre S1v
de l'aréte S1P.

Il reste a résoudre le triedre quelconque
S1u, S1P, S1v dont on connait :c, A, B

avec
c=¢-p

A=H

B=a

L’angle d’'ombre (u S1 v) correspondant
a (a) et 'angle (P S1 v) correspondant a
(b) se calculent par les formules
précédentes.,

On arrive a des solutions assez

intéressantes avec B > 15 deg. et o = 45

a 50 deg. La surface graduée couvre toutes les longueurs d’ombres tout en restant de
faibles dimensions. Les graduations horaires sont presque réguliéres. L’inconvénient
est qu’il faut un systéme symétrique pour donner les heures d’aprés-midi. La figure
montre une réalisation ou B = 20 deg.et o = 45 deg.

Remarque :

Si du point P on abaisse une perpendiculaire a la surface du toit, on résout le
probleme de I'ombre d’'un mat planté perpendiculaire a une surface plane
inclinée. Voir ce sujet traité par changement de coordonnées. (traité en partie

6)
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80.1 de

Application au triple cadran

C’est un cadran polaire a projections sur 3 plans d’inclinaisons diverses et un plan
support horizontal qui porte aussi un graphique horaire.
Les lignes sont calculées pour indiquer I'heure universelle d’hiver vers le Sud de

Paris.

La base du cadran gauche est inclinée de 15 degrés par rapport a la direction Sud-
Nord . Sa pente est choisie pour que le plan soit paralléle a 'axe du monde afin

(

le calculé a 17 h = 20.54 deg

d’avoir des lignes horaires paralléles entre elles.

Le cadran central a sa base inclinée de 75 deg. et penche de
15 deg. vers le Sud (angle de pente utilisé aux calculs = 105
deg.).

Le cadran de droite est tourné vers 'Ouest. Son angle de base
utilisé aux calculs est 117 deg. (27 deg. par rapport a Est-
Ouest). L’inclinaison est de 70 deg.

La détermination du cadran au sol peut se faire par simples
tracés. Comme le cadran du fond est en contact avec le style, il
suffit de tracer les lignes qui rencontrent celles du cadran
horizontal.

L’inclinaison du cadran gauche est calculée dans un triedre

rectangle
cosa =cosb-cosc =cos48.6*cosl5 =co0s50.3
cotB=sinc-coth = sinl5 =0.228

1g48.6

arctg ! 2 =77.14

Les lignes horaires partent du contact avec celles du cadran
horizontal et sont inclinées de I'angle (a) = 50. 3 deg.

Pour le cadran de
droite, on connait les
départs du sol et les
angles sont calculés
par rapport a la trace
d’un plan vertical Nord-
Sud sur le plan
considéré. Il faut tenir
compte de langle de
80.1 deg. pour tracer
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Tolérances de construction et de calage. Effets sur les indications

Quelle est la sensibilité des cadrans solaires
aux défauts de précision d’exécution ?
Les défauts les plus probables portent sur la
connaissance de la référence Nord-Sud, la
position du plan vertical qui contient le style et
dans ce plan son angularité par rapport a un
plan horizontal.
Cela conduit d’'abord a étudier 'ombre d'un
/ segment de droite sur le plan horizontal.
o Considérons un segment OP de longueur (L)

(sud dont le point O est pris comme origine d’un

N" triedre de référence d’axe Oy confondu avec la
direction Sud-Nord.
La projection de OP sur le plan x, O, y fait un angle (y) avec Oy et (o) est I'angle de
OP par rapport au plan x, O, y
A I'heure (H) et sous une déclinaison (8), un rayon solaire passant par P rencontre
le plan horizontal en P1.
OP1 est 'ombre dont on cherche I'angle par rapport a Oy et accessoirement la
longueur

xl=Lcosacosy
Les coordonnées de P : yl=Lcosasiny

zl=Lsinx
Connaissant H = angle horaire et 6= déclinaison, on a vu le calcul des angles :
a = azimut du soleil, h = hauteur du soleil par :

. . ) _ sin H
sinh =sin d Xsin@+cos@xcosdxcosH et smA:M
cosh
PH . i
x2 =xl+——xsina = x1+ zI1 X s
1gh tgh
cos
Les coordonnées de P1 {y2 = yl+z1x t ha
8

z2=0

2
L’angle de 'ombre par rapport a Oy est alors : angleombre = arctgx—

y2
et la longueur : long.ombre = \| x2* + y2°

Les calculs numériques montrent que les erreurs sur l'angle du style et son
orientation doivent étre inférieures a 2 degrés. L’erreur d’inclinaison du style induit
un écart plus important que I'erreur de calage sur la direction Nord-Sud.

Quand l'angle, qui devrait étre égal a la latitude est plus petit, le cadran horizontal
avance et, retarde quand I'angle est plus grand. Cet écart est aussi plus grand en
été qu’en hiver.

Les défauts géométriques du style relevent des moyens de production mis en
ceuvre. Le calage sur la direction Nord-Sud est plus délicat .

Les moyens de déterminer la direction du Nord, avec plus ou moins de précision,
sont décrits en partiel.
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Quand un cadran est calculé pour la latitude moyenne de 45 degrés, on peut ad-

mettre qu’il est encore valable avec 1 degré d’écart. C'est-a-dire

40000 ==*111km

Cotations du style dans un cadran pseudo vertical

En général les cadrans sont construits sur des murs verticaux ou presque, qui ont
toujours un écart d’orientation par rapport a la direction Est-Ouest.. Le style incliné

de l'angle de latitude (¢)

dans le plan vertical Nord-Sud doit étre défini par rapport

au plan du mur a partir d’'une horizontale issue de son sommet A. Le calcul des

Vertical Nord-Sud

angles nécessaires est traité dans le cas
général du mur de pente () dont la trace sur
le plan horizontal fait un angle (B) avec une
droite Est-Ouest.

Le style AP appartient au vertical Nord-Sud
qui coupe le mur suivant la droite AB.
L’objectif est de calculer les angles du triedre
(AC, AP, AB)

AC, BD, PH’ sont paralléles et perpendiculai-
res au plan AOH et on écrit :

AO = OH x1gy og="94

cos

_oB_ 1
OA cosBxtgy

1gx

. . V4
Doux,puis: |d=——-¢—x

P 2
OA=0OPXxtg¢ OH'= OP xcos f
oA
rgy="20 _ 189
OH' cospf

Donc I'angle HAH’ qui est I'angle entre le mur et le plan défini par le style et la droite AC
horizontale du mur a pour valeur (triangle AHH’) :

HAH'=y—-y
A . i
ap="29 PH'= 0P xsin 8 = 0Ax S5
sin ¢ 189
cosA = PH'_ sin 5 xsin ¢ =sin f X cos @
189
De méme :

BH T
cosd =—— =sin fXcos(—— x) =sin fXsin x
B b (2 ) B

Les 3 valeurs encadrées permettent la cotation et la vérification géométrique du style et de

son support éventuel.

Quand le mur est orienté vers l'ouest les valeurs sont identiques, mais le triedre est
symétrique par rapport au plan Nord-Sud contenant le style

Le mur vertical est considéré comme cas particulier avec Y = 90 degrés
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Exemple de cotation et contrble d’un cadran vertical

ligne horizontale

plan vertical Est-Ouest

ligne équinoxe

lan vertical Nord-Sud du style SA
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La figure concerne un cadran sur mur
vertical orienté vers I'Ouest de 27.5
deg. en un lieu de latitude 48.26 deg.
Nord. Les contr6les doivent porter sur
les angles de 72.09 et 41.74. La
longueur du style doit étre telle que la
perpendiculaire AB rencontre la ligne
équinoxe du graphique



PARTIE 4a Cadran solaire a fil dans un cylindre

plan 6h/ et 18 h.

horizontal

De l'idée précédente qui
conduit a s’intéresser
aux sections elliptiques
d’un cylindre, on arrive a
I'étude d’'un cadran a fil
tendu (MN) dans un
cylindre vertical, coupé
par un plan incliné de
'angle de latitude sur le
plan  horizontal  qui
détermine la  coupe
elliptique MNP.

A 6 h e a 18 h.
I'intérieur du cylindre est
donc entiérement dans
'ombre.

A I'heure correspondante
a l'angle 6, le plan pivote
autour de MN et coupe
un plan horizontal
suivant la droite AB qui
fait un angle B avec la
ligne sud-nord AO.

Ce plan horaire est

incliné de 'angle 7y sur le
plan horizontal et
détermine une ellipse
MNR sur le cylindre qui
est la trace de l'ombre
du fil MN a l'intérieur du
cylindre.

Le probleme revient alors a calculer les traces des ellipses sur la développée du

cylindre

A partir des angles donnés ® et 8, on calcule B et Y
OH =0l Xcos ¢
OB =0OH xtg@ =0I Xcospxtgl

0A=9L s 105 =98 _ Gin g0
19 0A

OK = 0Axsin f= 01 0F ooy 1gyy= OL _ 180
189 OK sinf

Comme il y a symétrie entre les heures du matin et du soir, les calculs sont a mener
en faisant varier 8 de 15 en 15 degrés pour couvrir de 18 h. a 12 h..

Calcul des développées des ellipses

Il faut calculer la cote FF1 en fonction de a entre 0 et 180 deg. pour obtenir la moitié

de la développée

FF1 se projette en GG1 sur le plan vertical AOI et on calcule :

EG=rx(1-cos)
FF1=GGl=EM + EGXtg¢p =EM +rx(1—cosa)xtg¢g
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EM =a=h—-rXxtg¢

plan horaire

L’éq
uatio

| n de
déve
lopp
ée
de
lellip

[ h se
R MPR
a est
alors
a+rx(1
o Y 0, Yo (

r Lelli
pse
MRN
est
déter
miné
e par
un
plan qui a tourné de l'angle B et dont linclinaison est devenue Y. L’équation de
développée devient :

V4
y, = h—rxoos(a—(;—ﬁ))xtgy

Si le fil MN possede un repere sur son point | ; on obtiendra également la développée

de la ligne équinoxe qui se définit par la section d'un plan perpendiculaire a MN en |
T

=h- rx(cos(a—ﬂ))xtg(g—m

y équinoxe

Calculs des positions de déclinaisons maximales (+- 23.6 deg.)

Il s’agit de calculer sur la développée du cylindre l'intersection d’'un cone de sommet |,
d’axe MN et dont 'angle au sommet varie de 90-23.6 a 90+23.6 deg.
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plan horaire

A= angle au som
du céne (hiver :

Le plan horaire coupe le céne suivant la droite ID définie par I'angle au sommet du
cone. Celle-ci rencontre l'ellipse au point R, et il s’agit de calculer I'angle o qui
correspond a sa projection OD sur le plan horizontal

Dans le triangle IAD, on connait :

[ [ , ) IK  si
Q IK = 0 et alors 'angle & par son sinus  [sind =—= S?Mj
sin @ sin ¥ IA  siny

IA=

Dans le triangle IAD I'angle D se calcule par: D=7—-4-9

IA ol

Puis = — ID =
sind  sin(x—A-0) sin yxsin(zr — A - 0)

Et : cosqoz%:sinymin(n'—/l—é)

Par trigonométrie sphérique dans le triedre IA, ID, 10 :

sind sin @ sin A

— sin & = sin(anglehoraire) X —

: = 5 +2k+ )z
sina  sin(anglehoraire) sin @

Et finalement : TR =0I -
189

Intersection d’'un céne et d’un cylindre a axes concourants

C’est une autre fagon de trouver les limites de 'ombre du repére central (l) aux
solstices.
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o est 'angle entre I'axe du céne et celui du cylindre (dont I'axe est vertical)
d est I'angle au sommet du cbne (entre axe et génératrice)

¢ est I'angle de rotation d’un plan vertical qui découpe cone et cylindre

r est le rayon du cylindre

axe du cylindre| axe du céne

' Connaissant les angles 9§, a, o, il
angle du cone faut calculer I'angle y
Par trigonométrie sphérique dans le
triedre 1B, 10, IC on calcule I'angle
sind _sina

A par : — -
sin@ sinA

La résolution du triangle sphérique

de sommet | (cas n° VI, Bouvard &

Ratinet) donne :

o—-a . ¢+A
tg 5 Xsin

tg- =

2 p-A

sin

Dou: ty+krx

Et: DE=0l ———
tgy

L’angle ¢ doit partir d’'une valeur minimale correspondant a 18 heures quand BE est
perpendiculaire a OB. A ce moment :

[
BE = BI xtgo = X180,
cosa
BE  tgd
et t =—=
890 BO sina
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Cadran analemmatique

Ainsi nommé parce qu’il résulte de la théorie des analemmes dont 'ambition, grace a
des projections orthographiques, est de représenter la sphére céleste sur un plan.

[l utilise donc un style droit vertical, de longueur quelconque. Comme il est connu
qu‘a une heure déterminée son ombre sur le sol change d'orientation au cours de
I'année, une solution originale a été trouvée au XVI °™¢ siécle.

Elle consiste a déplacer le style sur une partie de la ligne nord-sud pour qu’a une
heure déterminée son ombre passe toujours par un méme point. |l suffit ensuite de
trouver le lieu géométrique de ces points pour les heures de 4 a 12 (les heures de 12
a 20 ayant des positions symétriques).

[l faut donc donner au style une position précise qui dépend du moment de
'observation en cours d’année. Ceci n’étant guére facile, ces cadrans sont toujours
inscrits sur le sol pour avoir une dimension suffisante et en général, c’est
I'observateur qui sert de style en se tenant a I'endroit indiqué suivant la date du jour.

Théorie :

On considere un cercle horaire de rayon (R) dans le plan équinoxe qu’on projette sur
un plan horizontal. La figure obtenue est une ellipse de grand axe 2R et de petit axe
2R xsin¢g avec ® = angle de latitude.

Quand le soleil est dans le plan équinoxe, a I'angle horaire 6 correspond le rayon IP
qui se projette suivant OP’ et on calcule les coordonnées du point P’ :

y=ON'= INXsin¢g = IPXcos@xsin¢ = RXcos@xsin ¢
x=P'N'= PN = RXxsiné

IL est donc facile de tracer I'ellipse et de la graduer (1 heure=15 degrés)

A T'équinoxe le style 10 est placé au centre de l'ellipse et lorsque le soleil a une
déclinaison & le style doit étre placé en O’

Pour calculer OO’ on considere le rayon PK du soleil dans le plan de I'angle horaire 6
avec une déclinaison d’angle &

Le point K se projette en O’ et on calcule le déplacement OO’ correspondant a la
déclinaison & connue chaque jour de 'année avec des maxima de + 23.4 degrés aux
solstices.

00'=IK xcos¢ = IPXtgdxXcos@ = RXcos@xtgd

En été O’ est c6té nord et en hiver symétriguement cété sud. Le segment OO’ est
gradué en dates.
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_ o soleil déclinant en été
soleil dans plan equ%<
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Cadran analemmatique généralisé. Cas particulier du cadran circulaire

Ce type de cadran a pour principe la projection d’'un cercle horaire, dessiné dans le
plan équinoxe, suivant une direction linéaire contenue dans le plan vertical Nord-
Sud. La projection peut se faire sur un plan quelconque pourvu qu’il soit
perpendiculaire a ce plan vertical Nord-Sud. On obtient en général une ellipse dont
le centre correspond a celui du cercle horaire. Si on place au centre de I'ellipse un

gnomon parallele a la direction de projection son ombre passe par le point
correspondant a I'angle horaire considéré. Pour que cette propriété se conserve a
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toutes les déclinaisons il faut déplacer a chaque fois le pied du gnomon sur la ligne
Nord-Sud du cadran.

Considérons maintenant le diédre constitué par le plan équinoxe et le plan de
projection. S| on choisit une direction de projection perpendiculaire au plan
bissecteur du diédre, le cercle horaire se projettera suivant un cercle identique.

A' D o'H B' S

La figure correspond aux tracés dans le plan vertical dans le cas particulier ou la
projection se fait sur le plan horizontal.

Sh est la trace de ce plan horizontal, Su celle du plan équinoxe, Sx celle du
bissecteur qui est un axe de symétrie de la figure.

DO incliné de I'angle de latitude permet de calculer 'angle en S

| 4 T 9
AngleS = —X(——¢@9)=——-——
nste 2 (2 ?) 4 2

L’angle B de projection et d’'inclinaison du gnomon est : =

NN

22,
2 2

NG
NG

Quand la déclinaison devient § il faut avancer le pied du gnomon de O’ en H” et on
calcule :

2)
2

Ce cadran est facile a graduer avec précision mais le réglage et le guidage du style
restent un inconvénient sérieux

O'H'=0H :0C><tg5=R><tg5><fg(%—
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Cadran dans un cylindre horizontal

On peut imaginer une solution tres simple
avec une portion de cylindre horizontal
Est-Ouest.

Dans un plan vertical Nord-Sud le cercle
de rayon (r) porte un diamétre BC incliné
de langle de latitude par rapport a
I'horizontale. Le rayon Ol perpendiculaire
a BC correspond au plan équinoxe. Le
plan horaire défini par I'angle (H) pivote
autour de BC et détermine une section
elliptique BCA sur le cylindre.. En utilisant
comme style le barreau 10, I'extrémité de
son ombre décrit des portions d’ellipses
dont la partie utile est définie par les
angles & de déclinaisons (qui génerent
des cbnes opposés d’axe BC)

L'ellipse est entierement définie dans le plan horaire et il suffit de calculer le
développé de sa branche MAN sur la surface du cylindre.

Pour éviter 'encombrement latéral d’'un tel cadran, on peut incliner le cylindre en
gardant son axe dans le plan perpendiculaire a BC et finalement envisager une
surface torique dont la section par un plan parallele a son axe peut s’étudier assez
facilement.

Cependant le tore n’étant pas développable il faudrait utiliser des gabarits pour
tracer les lignes horaires

Cependant le tore n’étant pas développable il faudrait utiliser des gabarits pour trace
les lignes horaires. On se trouve alors naturellement conduit au cadran en V, plus
simple a calculer, tracer et réaliser

On utilise une sorte de corniére a ailes symétriques de section droite A’'B’S’ dont le
plan de symétrie est confondu avec un plan équinoxe, donc perpendiculaire au style
AB, incliné de I'angle de latitude sur le plan horizontal.

L’aréte SS’ de ce diédre est inclinée d’'un angle () par rapport a I'horizontale. La
figure montre un cété Ouest avec le soleil dans le plan équinoxe. Le cété Est est
identique et symétrique par rapport au plan vertical Nord-Sud .

Les plans horaires pivotent

B' autour de AB en donnant
4 'ombre ADB.

A 6 heures celle-ci atteint
équinoxe ABC qui représente ainsi la
vertical partie utile du cadran. Dans

chaque plan horaire la
B déclinaison (8) définit le point
P qui correspond au point
central du style et dont le lieu
géométrique  représente la
limite des graduations a
' ~\_ répéter sur les faces des
S diedres.

horizontal
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Calcul de B’ : Résolution du triédre rectangle de sommet B ;

O
Y
D K
S
ona rgpi=t823__ 1 B="_pl
cosy tgfixcosy 2
Calculde ©:  1gh2 =sinb3x1gy = cos fx1gy 6 =%—b2
Calcul de @ : cos @ = cosb3xsin y
Calculde AS: AS= ,a
sin @
Calculs de (O oC et CS:
05 =K _ 1x8  0c = ax 8P _, c5 - OC
cos ¥y cosy sin ¥ cosy
Calcul de OD : ?ZD = EOS s op = 95xcosy
sin”~7) s ~H +7) cos(H =7)
Calcul de SD : _SD = oS — SD = OSxsmH
sin H cos(H —7y)

sin(;[ -H+7y)

Le triangle CSA est défini par CS, AS et l'angle © et la ligne horaire AD
correspondante a H se trace par la longueur SD.
Le triangle ADO est rectangle en O, I'angle en D est connu par :

gDzﬁ _ axsinf
OD axcosf

qui permet de calculer DP par
DP oD

xcosH —y) =tgfxcos — )

o A pour situer le point P
sind  sin(zx—-D-6

Exemple de solution : B = 45 deg. (V a 90 deg.)
et y=22 deg.
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Cadran dans un cylindre horizontal orienté Nord-Sud

Dans un cylindre d’axe horizontal et orienté
Nord-Sud, on considéere un diamétre AB dont le
centre O est relié par un style ou un fil a un point
C tel que l'angle en C soit égal a l'angle de
latitude.
- La rotation du plan horaire autour de OC coupe
le cylindre selon des ellipses qui sont les ombres
/ \ de OC indicatrices de I'heure.
A La longueur d’'ombre maximale correspond a la
0 déclinaison d’hiver qui définit le point D par

langle COD = §+ 23.4

\ /2+0

\ La partie utile graduée du cylindre est donc
limitée par le plan ABD et par le plan ABC
En observant la silhouette entiére du cylindre, on
observe la similitude avec la figure du cadran a
fil dans un cylindre vertical (voir premiére page
de cette partie). On peut donc reprendre la
méme méthode de calculs en remplacant I'angle

. , /4
de latitude par son complément o )

Le probléme peut aussi se traiter par les azimuts
et hauteurs solaires. Dans la figure ci-contre OH
est vertical, P est 'ombre du point O sous un
rayon solaire d'azimut (a) et de hauteur (h).
L’objectif est de déterminer les coordonnées du
point P sur la développée du cylindre.

Avec le triedre de référence Ox, Oy, Oz, on sait
que tout point du cylindre est lié par la relation :
X2 + y2 — R2

Tout point du plan incliné de 'angle (a) donne :

X = zXtga

Y
Vx2+z2

Dol :y’ = (x> +z°)xtgh® = 2> x(1+1ga’)xtgh’

Tout point de la droite OP donne : =1gh

Enremplagant: z°xtga’ +z° x(1+tga’)xtgh’
R

\/tga2 +(1+1ga*)xtgh’
Qui permet d’avoir :

x=zXtga=>y=+R*—x’

L’ellipse se trace par points sur la développée du cylindre avec :

PP’ =z, et 'arc HP’ arcHP'= Rxarctg(ﬁ)
y

Finalement z =
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Hauteur d’ombre portée par un encorbellement sur un mur vertical

On suppose 'aréte AA’ horizontale et parallele au mur dont elle est distante de (d)

Nord

L’orientation du mur par rapport a un plan
Nord-Sud est définie par ‘angle B.

Si on sait calculer les hauteurs et azimut du
soleil il est facile d obtenir la valeur de BC

qui représente la limite de 'ombre portée.
dxtgh

BC = ABxtgh=—2"180
cos(ax f)

Si on sait tracer le graphique d’'un cadran
vertical sur un mur d’orientation B avec un
style de longueur (I), il suffit de calculer un
coefficient de proportionnalité pour déduire

la position de n'importe quel point C réel
AJ d

sin(;[—¢) - cos@xcos fB

Coefficient de transformation :
AB d 1
k= =—X
l [ cosgxcosf

AB =

64



PARTIE 4b Densité de flux sur une surface plane ensoleillée

On peut considérer le rayonnement solaire comme un faisceau homogene de

S

=

rayons paralléles. En faisant abstraction de la
nébulosité et de [I'épaisseur variable de
'atmosphere traversée, son efficacité par unité
de surface est alors affectée d'un coefficient
égal au sinus de I'angle d’incidence.
s'=Sxsina

L’étude théorique suivante présente un certain

intérét pour apprécier I'énergie solaire regue par un mur ou une toiture.

On se donne la situation ou le soleil est observé d’'un point B avec un azimut (o)
par rapport a la ligne Nord-Sud et un angle de hauteur (h) et le triedre de
coordonnées (O, X, y, z) est gradué pour que la longueur du segment AB soit

égale a l'unité.

Le plan soumis au rayonnement est défini par I'angle (B) de sa trace Bx’ sur le plan
horizontal (x, O, y) et par 'angle de pente (y) par rapport a ce méme plan.

unitaire)

Sur Ox :
Sur Oy :
SuOz:

Pour atteindre l'angle d’incidence
du rayon AB sur ce plan on
considére le triedre (B, X, y’, Z’) et il
sufft ~de calculer par un
changement de coordonnées la
projection du vecteur unitaire BA
sur laxe Bz' de ce nouveau
systeme.

Les coordonnées du point A dans
le triedre (O, x, y, z) sont I, m, n
(cosinus directeurs de AB vecteur

[ = OB Xxsina = AB X coshxsin & = sin & X cosh

m=cosa Xcosh
n =sinh

Dans le méme systéme, les coordonnées du point B sont :

Xy =sinaXcosh,

yg =cosaxcosh, z,=0

On calcule ensuite les cosinus directeurs des nouveaux axes Bx’, By’, Bz’ dans le
systeme (O, x, y, 2)

Ox (a, o, &) | Oy(B, B’, B”) Oz(v, v, Y
Bx’ cos 3 -sin 8 0
By’ cosyxsin S cosyxcos f3 sin ¥
Bz’ -sin ¥ xsin -sin ¥ xcos 3 cosy
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Il reste a appliquer la formule qui donne les coordonnées nouvelles en fonction
des coordonnées de 'origine et des cosinus directeurs des axes,

(pour mémoire de la forme x'=a(x—x,)+L(y—y,)+¥(z—2z,)
y=a'(x=x)+ [ (y=y)+7(z-z,) etc)

La seule ordonnée du point A sur Bz’ nous intéresse pour donner immédiatement

le sinus de I'angle de AB projeté sur le plan (B, X', y’)

y', =—sinyxsin fx(coshxsina —0)—sinyxcos X (coshx cosa —0) + cos ¥ X (sinh—0)

y', =cos yxsinh—sin yX coshx (sin #Xsin & —cos X cos &)

Les calculs donnent des valeurs entre 0 et 1 (valeur atteinte, au moment de
'équinoxe, a midi, sur un toit Est-Ouest, de pente égale a la latitude locale)

Quand B = 0 la courbe de 6 h. a 18 h. est symétrique par rapport a midi

Quand B >0 (tourné vers l'est) le maximum a lieu vers 10/11 heures et
symétriguement vers 13/14 h. quand B <0. Il parait donc un peu plus avantageux
de se tourner vers l'ouest (jusqu’a 30 deg. !)

Le graphique de gauche montre un calcul pour un toit de pente a 53 degrés et
orienté exactement vers 'Ouest. La courbe bleue correspond au solstice d’hiver, la
rouge aux équinoxes et la verte au solstice d’été. Les valeurs négatives indiquent
'absence d’ensoleillement.

Le graphique de droite est celui d’un toit a faible pente (30 degrés ) orienté a 60
degrés vers I'Est
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Ombre d’un clou sur un arbre

On considére un cylindre vertical de rayon (r) coupé par un plan horizontal qui
contient le segment AB
de longueur (lI) passant
par le centre O. AB est
placé dans le plan Nord-
Sud et on se propose
d’étudier les positions de
'ombre D de l'extrémité
A.

La droite ACC’ appartient
au plan vertical Nord-Sud
et forme avec AB un
angle égal a la latitude.
Les plans horaires
tournent autour de CC’ et
déterminent des sections
elliptigues ayant C et
C’comme points
communs.

A un angle horaire (6h)
correspond sur le plan
horizontal un angle (6p).
Si on admet le soleil en
position d’équinoxe, le
plan perpendiculaire a AC
coupe le cylindre suivant une ellipse dont le point d’intersection en D avec l'ellipse
du plan horaire représente lI'ombre du point B a I'équinoxe et a I'heure
correspondante a I'angle 6h

En périodes de déclinaisons le soleil décrit des cbnes de sommet A qui coupent
I'ellipse horaire en de points situés de part et d’autre du point D

Quand on projette le point D en H sur le plan horizontal, I'angle BAH est I'angle
d’azimut (a) et 'angle HAD est I'angle de hauteur du soleil. Il suffit de calculer I'arc
BH et la longueur HD pour tracer, par points, les lignes horaires sur la développée
du cylindre. .Celles-ci devront converger sur un point C qui est le pied du style
virtuel AC

Résolution du triangle OAH :

On définit la longueur (l) par un parametre (k) tel que : I =kxr

sin H = (k+1)*sina et: f=m—-a-H
: AH i
Connaissant B ,r = o AHzrxSl,nﬁ:: HD = AH Xtgh
sina sin 8 sina

Arc BH : arcBH = rx 3
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La partie dans 'ombre du cylindre limite le tracé quand I'angle H est égal a pi/2 ou
'on a: sina =L. Le meilleur compromis correspond a k = 0.225 pour la latitude

1+k
48.6 deg.

On peut aussi s’interroger sur ce qu’indique 'ombre du clou quand on le tourne a
toute les heure en direction du soleil. Le cas suivant présente une relative analogie.

Cadran a colonne verticale

Ce type de cadran dit aussi cadran a chapeau ou méme « tuyau de poéle » a été
révelé par J. MOLLET en 1837 dans son ouvrage de Gnomonique graphique.

Un cylindre vertical de rayon (r) est coiffé par une plaque circulaire concentrique de
rayon (R) dont la courbe d’ombre sur le cylindre posséde des propriétés
géométriques qui permettent d’apprécier I'heure.

Dans une position du
soleil d’azimut (a) et
de hauteur (h) Ia
moitié du cylindre est
éclairéee et il se crée
une ombre symétrique
dont le sommet C
caractérise I'heure a la
date correspondante a
(a) et (h).

Il suffit de calculer le
lieu géométrique du
point C pour les
heures de 6 a 12
heures pour au moins
3 déclinaisons

Les heures d’aprés-
midi sont symétriques.

La longueur AB évolue de ab a a’b’. Si on veut déterminer la courbe de I'ombre, il
faut résoudre le triangle AOB pour avoir AB puis BC = ABXtgh

0A OB
sin(Z—6) sin A

A

A= arcsin(% X sin(z — 0))

Angleen O: 0=0-A
AB R

sinO  sin(z —6)
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Les courbes calculées par points se tracent sur la développée du cylindre.

o - Ce sont des droites qui
convergent sur le pied dun
cadran vertical construit sur un
plan tangent dont la pointe du
style serait sur le bord du rayon
R. Ce qui est évident a midi
mais ne donne pas de solution
graphique pour tracer les lignes
horaires

Avec le méme principe on peut
étudier l'ombre d’un rebord
intérieur sur une surface
cylindrique concave et on arrive
a des courbes similaires.

Cette application existe depuis
2009 sur le barrage de Castillon dont la vodQte circulaire est surmontée d’'une route
qui donne 'encorbellement nécessaire

La lecture de I'heure est imprécise car il
faut apprécier l'intersection d'une ligne
horaire avec le sommet de la courbe
formée par 'ombre.
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Cadran colonne a style tournant

Pour une heure de I'année définie par un azimut et une hauteur solaire, lorsqu’on
place un style dans le plan vertical du soleil, il donne une ombre verticale de
longueur connue.

Il suffit donc de graduer une surface cylindrique en fonction de la longueur AB et de
donner au style une liberté de rotation autour de 'axe Ox du cylindre.

L’heure se lit en plagant le style dans le vertical soleil, ce qui s’obtient en
recherchant la position ou son ombre est linéaire et verticale. La connaissance de
I'heure est basée sur la mesure de I'azimut solaire

Cadran de berger

Le cadran précédent doit étre bien calé sur Nord-Sud et demande une action de
réglage pour lire 'heure. Le cadran de berger n’a pas besoin de calage sur le Nord,
mais demande 2 actions de réglage avant lecture. A la différence du précédent
I'heure est définie par la hauteur solaire

C’est une application de la formule de trigonométrie sphérique connue :

sinh :sin5><sin¢+cos¢xcos§xcosH|

100

Il est donc possible de

calculer et tracer un
réseau de  courbes

horaires en fonction de

la déclinaison dont la

/’\ variation au cours de
'année est connue

On obtient ainsi en

abscisse des valeurs de

)
0
// //(//

7 la forme y =axtgh
‘ avec (a) = longueur
fr‘;ac/ 0 & 80 1 0 w0 | horizontale du style

En ordonnée le numéro

du jour dans lI'année (de

0 a 365) qui donne la
valeur de la déclinaison

et permet de calculer la hauteur (h. On peut prendre les débuts de mois et les points
de solstices et d’équinoxes
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Le résultat est la courbe ci-contre, ou le maximum correspond au solstice d’été (20
ou 21 juin)

Il suffit ensuite de supprimer les valeurs négatives et par une proportionnalité de
rendre la courbe enroulable sur un cylindre. Celui-ci étant surmonté d'un style
réglable en orientation, le mode d’emploi devient le suivant :

Orienter le style sur la position du jour de la lecture

Placer le cylindre bien vertical et le tourner jusqu’a ce que I'ombre du
style soit verticale et aussi fine que possible

L’extrémité de 'ombre indique alors I'heure dans le réseau de courbes,
Compte tenu de I'aspect des courbes on voit que cet appareil n’a de précision que
dans la période d’été. L’avantage est d’éviter le calage, mais il faut connaitre la date
et savoir si on est en matinée ou en aprés-midi. En pratique pour étre vertical,
'appareil pouvait étre suspendu comme un fil a plomb.

Exemple de cadran de berger ,diamétre 50, hauteur 140 a fut fixe et style tournant

76,1/ 795, 78 325

3 2] 295
R
[278]

T ju X
juin-30 181 779

CT k31212 912 /
Y,
S BT ke =

{Cadran de berger sur ] | /A
I |tes jours et leurs décl,
1 |sur ) “déchimaison et

Dans le méme principe, le cadran suivant transforme les courbes sur une surface
conique tournante avec le style fixe et les courbes tournantes
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De toutes facons les cadrans basés sur la hauteur solaire ont 2 inconvénients :
e Quelle que soit la saison, la variation de hauteur est faible entre 11 heures et
13 heures si bien qu'il peut y avoir hésitation pour savoir si midi est passé ou

a venir

e Les hauteurs étant beaucoup plus faibles en hiver qu’en été, il en résulte une
disproportion dans le graphique qui nuit a la précision de lecture.

Le montage suivant cherche a atténuer ces 2 inconvénients en projetant 'ombre
d’'un fil horizontal sur une portion de cylindre horizontal. Ceci réduit a 2 le rapport
entre le maximum de I'été et le minimum de I'hiver au lieu de 6.5 dans un cadran de

berger.

g

plan horizontal

Dans le triangle OAB :

B = arcsin %><sin Z+h
OB 2

OA

La longueur du cylindre est graduée
proportionnellement aux dates de I'année. Les arcs
PB caractérisent la hauteur solaire. Le fil est
solidaire du cylindre et parallele a son axe. Apres
avoir placé le cadran perpendiculaire au soleil,
I'heure est lue a l'intersection de 'ombre du fil et du
trait correspondant a la date.

Connaissant la longueur (m), le rayon (R), il faut
calculer 'arc PB en fonction de l'angle (h) de
hauteur.

OA=R—-mXtgh

sinA _sinB

Finalement : a:%—h—é

Exemple de réalisation avec rayon de cylindre = 80 et distance m = 115

140

120

100

TN
,/?/::\\
VZ - // \\\
1 \\__
~// / - N
N\

8
IS
8

72



Cadran conique creux ou « pot de fleur »

R a
|
a hy P
J
—
A >B
_—%

Une couronne tournante porte 2 fils orthogonaux qui se
croisent au point P. En orientant 'ensemble pour que 'ombre
de AB coincide avec une génératrice IJ du céne, I'angle h est
'angle de hauteur du soleil.

On calcule la distance IJ qui est fonction de I'heure et de la
date :

Dans le triangle IJP on écrit :

sinJ =@—>d=(R+a)- sinh

R+a d

sin(;[ +a—nh)

Le cercle extérieur est gradué proportionnellement aux 365
jours de I'année et le graphique des longueurs d est calculé a
des dates choisies a partir de la déclinaison qui donne la
hauteur solaire pour chaque heure de 5 heures a 12 heures.
( les points de I'aprés midi sont égaux

Le principe est identique a celui du cadran de berger.

En connaissant la date, la couronne porte fils est orientée par
rapport au graphique puis I'ensemble est tourné pour que
'ombre du fil diamétral tombe sur une génératrice du céne.
L’heure est lue au croisement des ombres.

Cadran dit de capucin :

Il s’agit d’un systéme réputé trés ancien, basé sur la mesure de la hauteur solaire,
utilisant des propriétés géométriques intéressantes mais dont 'usage n’est pas bien

commode.

Considérer un plan vertical sur lequel ont été tracées : Une horizontale AB et une
verticale AC telle que I'angle CBA soit I'angle de latitude du lieu.

Planter 2 clous C1, C2 perpendiculaires au plan et placés sur une paralléle a AB.
Suspendre au point C un fil a plomb.
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En

maintenant le plan vertical et en l'orientant vers le soleil de telle sorte que les ombres
des clous soient sur la ligne D1D2, on voit que 'angle de la hauteur du soleil peut se
mesurer entre la droite AB et I'horizontale ou bien entre la droite AC et le fil a plomb.
Supposons maintenant qu’il y ait une position
solaire telle que le fil a plomb soit confondu avec
la droite BC. Dan ce cas la hauteur du soleil

seralt:E—gb c'est-a-dire qu’il serait midi a

I'équinoxe. De méme quand AB est horizontal le
fil 2 plomb passe par A et on peut dire qu’il est 6
heures du matin a I'équinoxe.

L'idée du «génial capucin» a donc été de
chercher une géométrie permettant de graduer la
ligne AB en prenant en considération la variation
de la déclinaison.

Reprenons la figure initiale en tracant de part et
d’autre de BC des droites inclinées de I'angle de

déclinaison maximale (23.45 deg.) terminées par
une base perpendiculaire a BC.

Soit une déclinaison § et tracer la verticale, telle
que PM = PB ; On calcule :

¢ KM = PM xsinh = 23500
cos coso

KL =PJ = PCXsin¢g = axtgdxsing@

BC=a= PB=

En remplacant sinh par son expression issue de la formule astronomique, il vient :

KM =

X (sin & x sin @ + cos @x cos S x cos H) = ax (sin gx g + cos@px cos H)
cos

On voit alors apparaitre la valeur de LM :

|LM = KM —KL=a><cos¢><cosH|

Cette expression, indépendante de la déclinaison est proportionnelle au cosinus de
'angle horaire. |l est donc possible de graduer la ligne AB avec des droites
perpendiculaires telles que MN qui correspondent a des heures comprises entre 6
heures au point A et 12 heures au point B
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Sur la droite EH, le point E correspond au solstice d’été, le point C aux équinoxes et le

Cadran de hauteur pendulaire

point H au solstice d’hiver. En projetant les
points E et H en E’ et H’ on obtient les heures
de lever du soleil aux 2 solstices. Comme tous
les cadrans basés sur la hauteur solaire, la
préecision de lecture se réduit de 10 heures a14
heures a cause du resserrement des
graduations.

Le probléeme de cette théorie intéressante est
gu’il faut 2 réglages avant lecture :

Placer d’abord le point P a la position
correspondante a la date

Ajuster la longueur PM exactement
égale a PB
Orienter ensuite I'ensemble vers le soleil en
maintenant le plan vertical
Pivoter le plan par une rotation d’axe horizontal
jusqu’a amener les ombres des clous sur leur
ligne D1D2

Finalement lire I'heure a I'extrémité M

Le prototype ci-contre n’a qu’un seul clou, son
ombre doit tomber sur un trait de la surface

cylindrique destinée a régler 'angularité.

Sur une figure plane pesante suspendue a un pivot sans
résistance, on peut tracer une ligne Sh qui sera bien

horizontale. Si le plan de la figure est proche de
contenir un rayon solaire, on peut observer 'ombre
SA d'un style ST perpendiculaire au plan. Celle ci
indique I'angle ASh de hauteur solaire avec une
assez bonne précision.

Comme on sait que la hauteur varie suivant des lois
connues au cours du jour et au cours de 'année on
peut imaginer un diagramme a lignes croisées
d’heures et de dates ou une ligne dombre
détermine un point P qui indique I'heure si on
connait la date (ou réciproquement, mais ceci
n’aurait pas d’intérét)

Le tracé commence par le calcul des hauteurs
solaires a la latitude concernée et aux dates
choisies. Le plus simple et le moins encombrant est
de couvrir d’'un solstice a lautre en utilisant la

symétrie des heures et la quasi symétrie des dates

Par exemple, utiliser le partage type signes du zodiaque avec les déclinaisons de -
23.45, -20 -11, 0, 12, 20, 23.45 degrés qui conduisent aux hauteurs solaires du

tableau suivant
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Le graphique peut avoir un peu 23:4 20 11 0 12 20 235
n’importe quelle forme a lintérieur de 121179 214 304 414 534 614 648
angle hSx ou Sx est la hauteur | 45|45 201 289 397 513 59 622

SDO'a'relam'd' au SO'St!Iceqe,te-h N 14| 131 164 248 349 457 526 555
ans le cas suivant, il a été choisi un 15| 75 105 184 279 378 441 467

?nric(:jide cercle pour la ligne d’heure de 16] 028 31 105 19.3 286 346 37

o 17 1,43 9,86 18,9 24,7 27,1

Les angles des hauteurs a midi de
e 18 -0 8,97 149 174

chaque déclinaison coupent ce cercle
. e . 19 549 8,13
en des points utilisés pour élever des 20 0

lignes verticales qui représentent les
dates.

En utilisant les angles du tableau, on détermine sur chacune de ces droites des
points pour tracer les lignes horaires.

21 juin
20 mai
21 avr
21 mars
21 févr
21 déc

=Y
(-]

(3]
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o

\ 21 janv

(=]

77 T7T/

Py

waiin
(U
XA

I
\%

21 sept

21 nov e
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21ju
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Cadran a chapiteau carré sur colonne cylindrique
Exemple de cadran chapiteau combiné avec un cadran a clou central

On considere un cylindre surmonté d’un
carré de c6té égal au diametre . Le tracé
est simplifié¢ quand les co6tés du carré
sont orientés Nord-Sud. Dans un plan
vertical Nord-Sud tangent au cylindre est
tracée la droite PD inclinée de I'angle de
latitude ®. Le soleil est dans un plan qui
tourne autour de I'axe PD de I'angle 6h.
Son intersection PA avec le plan
horizontal détermine un angle B
calculable par la trigpnométrie sphérique
appliquée au triedre PD, PA, PJ qui est
rectangulaire
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plan contenant le s

A plan vertical
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C
z
1
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a
y
X
B M
C
a
Cadran bicylindre

tgﬁ:ﬂ et: cosy =cos@xsinh

cos Gh

De méme on peut calculer I'angle Y entre le plan soleil et
horizontal. L’ellipse d’intersection du cylindre et du
plan soleil horaire passant au point P se trouve donc
déterminée Toutes les traces horaires du point P sont
des ellipses. Celle de 6 heures étant le cercle O et celle
de midi devenant la droite JK. La figure correspond aux
heures comprises entre 6 heures et midi, le point
symeétrique P’ donne les heures d’apres midi.

Le plan équinoxe perpendiculaire & PD passe par I'aréte
PP’ et coupe le cylindre suivant une ellipse.

Cette figure permet de comprendre la géométrie des
lignes horaires mais conduit a des calculs laborieux.

Le plus simple est donc d’utiliser les azimuts et hauteurs
et de traiter le cas d’'un clou planté a 45 degrés par
rapport a la ligne Nord-Sud. Le segment AC est calculé
par la résolution du triangle ABC en faisant varier 'angle
d’azimut (a)

Il existe aussi une solution en décomposant le vecteur
unitaire du rayonnement solaire en 2 projections
perpendiculaires aux directions PJ (Nord-Sud) et PP’
(Est-Ouest). PJ et PP’ forment alors des ombres qui
sont des ellipses dont le point de rencontre correspond a
'ombre du point P

z =sinh

y =coshcosa

x =coshsina

Inclinaison du plan passant par PP’ : rgax = Yo%
z tgh
Inclinaison du plan passant par PJ : 1gf5 = X Smha
z 1g

On peut calculer et tracer les développées des 2 ellipses
et trouver 'ombre du point P a leur intersection

Peut se traiter en horizontal mais préférable en position verticale.. Deux cylindres
sont sécants et un style droit horizontal est placé sur la génératrice commune dans le
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creux entre les surfaces cylindriques. On sait que les lignes horaires d’'ombres sont
des ellipses, mais il est plus facile de calculer par les azimuts et hauteurs solaires

H ‘0 |
00

AH =R -sina0) -— OH =R -cosal
HI =HB-tga=(l+R-sina0)-tga ->— Ol =(l+ R -sina0)-tga— R -cos a0

Dans le triangle POI : _OI = op ——>sinf = OI -cosa
sinfg . T R
sin(——a)
2
. T
IP R sin(—+a— )
D'ou o = —-—>IP=R
Sin(a +a-p) cosa cosa
Puis BP:[B_[P:M_IP
cosa
: [ ' i . . 8 AP
Par résolution du triangle ABP on obtient AP puis I'angle 6 smE =R
A+ﬁ=ﬂ—a
A-P I-BP m-a AP _ | »
'8 - 18 ....puis —— =——as précédent.
2 I+BP 2 sIna - gin p

On peut aussi opérer par les équations de la droite BP et du cercle

Le probléeme est plus général, mais le résultat final est semblable au cas précédent
du cadran a chapiteau carré.

[l parait alors intéressant d’examiner le cas d'un cadran horizontal cylindrique
constitué d'un demi cylindre avec 2 styles verticaux, symétriques et tangents au
cylindre.

On considere un demi cylindre horizontal d’axe Oz
et de rayon R avec un mat vertical tangent AB de
longueur égale au rayon

Un rayon solaire BJ d’azimut (a) et de hauteur (h)
coupe la surface du cylindre en D.

En projetant J en C sur Ox, le plan des 3 points
JCB est paralléle a 'axe Oz et par conséquent la
droite PD parallele a JC est une génératrice du
cylindre et le point D est 'ombre du point B. Pour
tracer le lieu des ombres sur la développée du
cylindre il faut calculer I'arc @ et la longueur PD en
fonctionde R, aeth
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Dans le triangle OPC, on connait I'angle en C, le c6té OP et le c6té OC par :

() 0C=R-AC=R-AB.3M%_pg.| 54
tgh tgh

top = £ _sina
AB  tgh
On peut
écrire :
opr

ocC .~ 0C . T« .
P =——F —>sin P =——-sin(— + @) = sin(-
sin(7 — 5 +g) SInP OP 2 ‘

( D’ou se déduit I'angle O et la longueur PC

pC=pR.SOSP+O) 6="_p_¢p
cos @ 2
D BP BC-PC
PD se calcule par la proportionnalité = = =1-pPC- 22 L4
BC BC
Avec JC = AJ -cosa=R- <24
tgh

cosa

tgh
Cette méthode est la plus simple, mais ne montre pas la géométrie du probleme.

PD=R- -(1—cos(P +¢))

En observant le probléme comme un
cadran polaire tangent a un cylindre, on
sait que les lignes horaires sont des
sections elliptiques du cylindre.

Un angle horaire (H) détermine un plan
BSF dont la droite BF coupe le cercle en
C et D et dont la droite SF coupe I'axe
du cylindre en O. En prenant J milieu de
CD et en le joignant a | et a O, le plan
OIJ est perpendiculaire a CD et au plan
BSF Il est donc médiateur de lellipse
intersection . Son centre est en O et le
grand axe MN peut se calculer si on

connait I'angle Ot

Pour résoudre le triedre rectangle de
sommet B et darétes BF, BA, BS,
appliquer le cas ou sont connus C et b

avecici: C=H etb:§—¢ et A:%

Rappel :

tga = gb tgc =sinb-tgC
cosC

cosB=cosb-sinC
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En remplagant il vient :

cosa=sing-sinH |, et 1gf3 = cos¢-tgH

L’angle (H) prend une valeur maximale (env. 120 deg) qui rend I'angle 3 supérieur a 90
deg et a ce moment le plan de l'ellipse intersection est défini par le triedre de sommet S et
d’arétes SI’, SB, SF’ ou sont connus :

L’angle de l'aréte SI' = %— ) B
A A T
L’angle de l'aréte SB = H Y C
AT

L’angle de face I'SB = 5 a
tgB 1gC

Cas de triedre rectilatére ou :cos A =—-cosB-cosC ; tgb = .g ; tgc = g_
sinC sin B

En remplagant : Angle de I'aréte SF’ :|cos ¥ =sin¢@-sin H

On observe que lorsque I'angle horaire varie de 0 a 90 deg , le centre de I'ellipse O vient de
I'infini jusqu’au point I, puis lorsque I'angle horaire dépasse 90 deg. le centre de I'ellipse va
de I’ vers O’ et l'infini inférieur.

La courbure des ellipses a tracer sur la développée du cylindre change de sens quand
I'angle B est proche de 40 a 45 deg.

Cadran cylindrique vertical

Dans un cylindre partiel on recherche le lieu géométrique de 'ombre du point C pour
la matinée et 'ombre du point A pour I'aprés midi en utilisant les azimuts et hauteur
du soleil. Pour mieux préciser les heures proches de midi, il peut étre utile de décaler
les points A et C d’un angle a0 et on se propose de calculer 'arc OBJ en fonction de
I'angle d’azimut a

Du triangle rectangle OHA on obtient 'angle en A du triangle isocéle OAB.

BAO:%—aO—a A@Bzﬂ'—Z(%—O{O—a):Z(a'O+a)

BOJ :%—(2(a0+a)—a0):%—2a—a'0
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Calcul de AB par :

OB

sin AOB B sin BAO

— AB=R

81

sin2(a0 + a)
cos(a0+a)

Les courbes se déterminent par
points en calculant aux heures et
déclinaisons :

L’arc BJ et BP = AB-tgh

On obtient 2 réseaux symétriques,
les heures du matin étant les lignes
rouges et celles de l'aprés midi les
bleues



PARTIE 5 AUTRES PROBLEMES

Chemin du marcheur vers le soleil (ou autre méthode de calcul de I'azimut)

Il s’agit d’étudier la trajectoire d’'un mobile qui se dirige constamment en direction du
soleil avec une vitesse constante.

Le probléme conduit déja a connaitre la variation de I'azimut du soleil au cours de la
journée et a tout moment de 'année.

On peut utiliser les formules connues d’origine astronomique ou développer la théorie
géométrique suivante (qui donne heureusement les mémes résultats !).

Celle-ci repose sur la rotation réguliere du plan qui contient le soleil, autour d’une
droite inclinée de I'angle de latitude dans le plan Nord-Sud. Pour mémoire cette vi-
tesse est de 15 degrés / heure = 7.27 E-5 rad/sec

Au cours de la journée le mouvement de rotation apparente des rayons solaires en-
gendre un cOne ayant pour axe la droite précédente et dont I'angle au sommet (6) se
définit par I'angle (3) de déclinaison.

La figure de droite est adaptée pour faciliter le tracé et la compréhension. Le plan (n)

représente le sol. |l pivote autour de I'axe Sy en coupant le céne selon un triangle

SMN. Pour les calculs, on choisit un cercle de centre O situé a la distance (hc) du

sommet. Le soleil est dans un plan passant par 'axe SO faisant un angle (a) avec le

plan vertical Nord-Sud (zSx).

La direction prise par le promeneur dans le plan (n) est la projection de la droite SB

sur ce plan (c'est-a-dire I'azimut local du soleil).

Le probléme se traite par le calcul des coordonnées du point B dans le systéeme Sx’,

Sy’, Sz’ qui se déduit du systéme Sx, Sy, Sz par une rotation d’angle (®) autour de

l'axe Sy.

Dans les coordonnées Sx, Sy, Sz, on a:

7zB=RXcosa yB =RXsina xB = hc

Avec : R = hcxtg(£—§) _he
2 tgo

Les cosinus directeurs des axes Ox’,0y’, Oz’ dans le systeme Ox, Oy, Oz sont :

Sur Ox SurQy | SurOz
OX | o=cos® | B=0 | y=sin®
Oy’ o =0 =1 Y=0
OZ | =-sin® | "=0 |y =cos®
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En appliquant: x'B=ax+ fy+)% etetc,ona:
X'B=hcXcos@+singxX RXcosa

y'B=RXsinx

Z'B=—hcXsing+cos@XxX RXcosa

La direction cherchée se calcule par :

hcXsin o

1of = y'B _ Rxsina B 74

~XB ing he X sin ¢ x
X'B hcXcos@+ RxcosaXsing hex cos ¢+ cXsin@gxcoso
tgd
sin
t =
sp COSPX1gd +sinPXxcosa

Dans cette formule B est 'azimut du soleil (A) et a I'angle horaire (H). On peut remar-
quer qu il ne dépend que de I'angle H lorsque la déclinaison est constante.
Son calcul n’est plus significatif quand le point B atteint le point M ou son symétrique
P hcX
OF _ hexigd g9 =1gPXx1gd
e
tgd
Avec © = 48.6 et 6 = 23.45, on trouve o= 60.5 deg. qui correspondent a environ 16
heures, coucher du soleil au solstice d’hiver vers Paris.

N. C'est-a-dire lorsque :cosa =

La transformation précédente conduit ensuite a la hauteur solaire par la formule :

7'B

tgh=—0=2__
vaZ +y|BZ

qui donne tous calculs faits :

gh = cos@Xcosa —sin P Xtgo

1
(cos® pxtg> +sin’ gxcos” o +2cosPxsinpx cos aXtgd +sin’ a)?

On obtient des courbes identiques a celles en partie 3:
Angles d’azimuts en fonction de a avec o = 0 a midi
La courbe supérieure verte est relative au solstice d’été, la médiane rouge est

'équinoxe et l'inférieure bleue est le solstice d’hiver. Calculées a la latitude de 48.6,
(proche sud Paris)

120
110 //
100 //
%,
8 ////
5 g =
50
4 ////
=
20
_ . 10 -
Trajectoire du 0 | | , , , , ,
promeneur 0O 10 20 30 40 5 6 70 8 9 100 110 120




" solstice d’hiver
équinoxe

Nord

solstice d’été

o .. ._axede symétrie 12 heures

environ 19 h 20

rapport entre les vitesses.

Autre exemple :

On observe que l'azimut du soleil n'est pas
une fonction linéaire de I'angle horaire, c'est-a-
dire du temps qui s’écoule.
La trajectoire sera donc une courbe de rayon
de courbure variable (tout au moins lo-
calement car il y a presque linéarité en hiver
ou en été en début et fin de journée)
La courbe peut se calculer par itérations.
Mais on voit qu'au bout d’une journée on
parcoure environ un demi-cercle
A I'équinoxe, partant a 6 heures vers I'Est, on
se trouve face a 'Ouest a 18 heures.
Au solstice d’été on peut partir quand o =
environ 67 deg. qui correspond a = 90 deg.
C'est-a-dire a:

67 .
IZ_E =7.53 heures et on sera face a

'Ouest a 12+f—;= 16.47 heures. Ce qui est

moins fatiguant....Les courbes montrent les
trajectoires a 3 périodes de I'année

La forme des courbes est indépendante de la
vitesse. Leur facteur de similitude est le

Supposons une variation linéaire de I'azimut au solstice d’été telle que 90 deg soient
parcourus en 60 deg, c'est-a-dire en 4 heures. La vitesse angulaire serait :

T

En marchant a 100 m/heure (0.027778 m/sec) le rayon constant serait :

@O=—————=1.0908EF —4rad / sec
2x4%x3600

R = K = —0'027778 =254.65m
@ 1.0908E -4

Déterminer I’heure a laquelle 'ombre d’un poteau aura une longueur donnée :

a = hauteur du poteau

k = coefficient de longueur d’'ombre : L ombre = ka

o = |atitude du lieu

d = déclinaison correspondante a la date donnée
H = angle horaire (15 degrés pour 1 heure)

h = angle de hauteur du soleil

La condition est atteinte quand : 1gh =

a 1

ak_;

On en déduit I'heure par rapport a midi en appliquant la formule astronomique :

sinh—sin J X sin ¢
COSPX oSO

cosH =

Aux équinoxes o = 0 et la formule devient cos H =

sinh

cos @

En exprimant le sinus en fonction de la tangente on peut remplacer sin h par :

84



1

snh—=—8" __ k __ 1

J1+1gh? J 1 Vi +1

1+P

d’ou le calcul de H sans devoir calculer I'angle h.

Ce probléeme présente un intérét particulier pour déterminer le moment de la priére
islamique de I'aprés midi :

Le dévot doit mesurer son ombre a midi et 'heure de priere sera l'instant ou son om-
bre devient égale a la somme de sa taille et de son ombre de midi

Longueur d’'ombre a midi : BC = axtg(¢ +0)

A 5 Longueur cherchée L=ax(1+1tg(¢+£9)
o A ce moment I'angle de hauteur solaire est :
tgh = ;
a 1+13(p %)
P Ce qui raméne au cas précédent avec
D B c k=1+tg(¢x0)

La courbe calculée par points
donne I i

\ L e Ihe_ure en f?nctlgn du
numéro du jour dans 'année.

3 7 NN A la latitude de Paris il faut

25 attendre 2 heures de I'apres midi

s en hiver et plus de 4 heures en

. été. Cet écart est croissant avec
la latitude.

0O 25 5 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375

Cadran a mat vertical immergé ou a réfraction

Dans toute théorie de cadran solaire se rencontrent 5 variables :

La latitude @, qui est considérée constante dans les réflexions qui suivent

La déclinaison & qui est I'image d’'une date dans le courant de 'année

L’angle horaire H du soleil qui est proportionnel a I'’heure solaire

L’angle A d’azimut du soleil

L’angle h de hauteur du soleil
Ces variables sont interdépendantes par I'effet des 2 formules fondamentales de tri-
gonométrie astronomique. (voir part 3)

Quand le diagramme d’un cadran est établi pour montrer ces 4 variables par un point
d’ombre, il est théoriquement possible de déterminer la 4°™° variable quand on connait
les 3 autres.

Exemple : Avec un gnomon vertical on voit la longueur de I'ombre et en
connaissant la date, on peut théoriguement orienter le cadran pour avoir la corres-
pondance entre la date et la longueur de 'ombre. A ce moment on peut lire 'heure et
trouver le Nord qui est sur la ligne droite de midi.
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On a vu (partie 1) qu’'un mat vertical peut servir de cadran puisque I'extrémité de son
ombre se trouve toujours sur les droites horaires d’'un cadran classique, polaire hori-
zontal. L'inconvénient réside dans la grande longueur des ombres qui conduiraient a
un encombrement excessif. Cet inconvénient peut disparaitre si le mat est plongé
dans un milieu réfringent qui a le pouvoir d’incliner les rayons solaires.

Le plus simple est d’envisager I'eau dont l'indice de réfraction est = 1.33

: . . . n,o.
Selon la loi de Descarteson a :n, -sinl, =n, -sinl, —sinl, =—--sin/,

n,
Donc le trajet dans I'eau rapproche les rayons de la verticale et en particulier un rayon
horizontal qui donnerait une ombre de longueur infinie se trouve réfracté suivant un

7 1
angle : I, = arcsin(sin—-——) = 48.75de
g 2 ( > 1'33) g

Un mat de longueur L est plongé dans I'eau jusqu’a son
sommet. L’angle d’azimut n’est pas altéré mais I'angle de
hauteur conduit & un angle 12 tel que :

a sinl, = cosh
h A 1.333
Connaissant les azimuts et les hauteurs a des heures et
I\ des déclinaisons choisies, on obtient un graphique symé-
|2\ triqgue et ramassé qui permet des lectures faciles.
L

Ci-dessous le montage expérimental dans I'eau et son
graphique

12

23 géc
20 fév| 20 oct

13
21 mars| 22 sep#\
4

20 avril] 20 aout
o e e e

» 21juin ‘

/
%
)
Y

latitude 48.6, styIL 50 mm

S
N
&
o
&
a
=]
@
&
2
-]
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C’est une curiosité qui se verifie expérimentalement, mais il serait plus commode
d’utiliser une résine transparente, de réfringence connue (par exemple résine polyes-
ter insaturé Polylite 32032-20 qui a le méme indice de réfraction que le verre, (1.49 a
1.5))

Théoriquement ce cadran peut se passer de la connaissance de la direction Nord,
puisqu’on sait que I'extrémité de 'ombre doit appartenir a la courbe de la déclinaison
du jour. Il suffit de le tourner pour amener I'extrémité de 'ombre sur cette courbe puis
lire I'neure correspondante et savoir que le Nord est sur la ligne 12 heures (il faut
quand méme savoir si on est avant ou aprés midi car I'intersection d’'un cercle avec la
courbe de déclinaison donne toujours 2 points et d’autre part la précision devient trop
faible entre 10 h. 30 et 13 h. 30)

Montrant la hauteur et I'azimut solaire ce type de cadran peut présenter des avanta-
ges:

Faible encombrement . En effet avec un mat de hauteur unité, il lui suffit d’'une
surface de 1.1 x 1.8 alors que le méme mat dans l'air conduirait a un graphique oc-
cupant 15 x 40

Portatif

Avec un graphique suffisamment détaillé, il permet de déterminer approxima-
tivement le Nord et I'heure grace a la date

Le principe s’appliquerait aussi a un cadran vertical en redéfinissant des angles
d’azimut et de hauteur dits verticaux qui peuvent s’exprimer en fonction des azimut et
hauteur conventionnels.

AB est un vecteur unitaire défini par les angles d’azimut
(a) et de hauteur (h) par rapport au plan horizontal. Sur
le plan vertical on utilise les angles (a’) et (h’) qui
s’expriment en fonction de (a) et (h) :

.., AD OC
sinh'= —— = —— = coshx cosa
AB 1

fod'= OB _ coshxsina _coshxsina _sina
8 oD AC sinh tgh
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AD étant un style perpendiculaire au plan vertical inclus dans un solide réfringent,
'angle de direction (a’) reste inchangé et I'angle (h’) est soumis a la réfraction.
Connaissant AD, on peut calculer la longueur d’'ombre et les coordonnées de son ex-
trémité.

Par principe ce type de cadran ne donne plus d’indication quand 'azimut (a) atteint 90
deg.

Cadrans d’azimut a style droit vertical

Ces cadrans utilisent
la variation de
lazimut d’'une heure
déterminée au cours
de l'année.

L’étendue de I'année,
d’'un solstice a l'autre,
correspond a la dis-
tance entre 2 cercles
extrémes concentri-
ques. Les dates parti-
culieres sont tracées
entre les 2 cercles en
appliquant une
courbe de proportion-
nalit¢ simple et arbi-
traire.

Aprés calcul des azi-
muts correspondants, on trace les angles au centre qui coupent leurs cercles en des
points qui permettent de tracer les courbes horaires.

Connaissant la date et I'heure, ce cadran peut donner la direction du Nord.

Associé avec un cadran de hauteur qui indiquerait I'’heure, il suffirait de connaitre
seulement la date pour retrouver le Nord.

Par exemple la photo correspondrait a 10 heures vers le 15 mars et 10 heures et
demie vers le 5 mai. Mais il aurait été préférable de choisir les déclinaisons qui font
correspondre les 21°™ jours de la majorité des mois (23.45, 20, 11, 0, -12, -20, -
20.45 degrés, voir page 18 part 1).

Ayant choisis les rayons des 2 solstices, tracer les azimuts de 13 heures qui
déterminent un point sur chaque cercle et décréter que la ligne des 13 heures est
une droite. En tragcant les azimuts des déclinaisons intermédiaires, on obtient des
points sur cette droite qui donnent les rayons a
utiliser pour terminer le graphique.

Mais il est plus précis de calculer par I'équation
polaire de la droite AB:

Avec o et B les compléments des azimuts et OH

distance de la droite a I'origine d’angle Y avec Ox :
XA =rcosa YA =rsina
_ XxB—xA Rcosf—rcosa
r= yB — yA - Rsin f—rsina
La distance OH :d = OH =r-cos(a + %)

Pour un point P de rayon p et d’angle 6 on écrit
d=p-cos(@+7y)=0P-cos(0+7)
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Le cadran suivant obéit au méme principe que le précédent, mais les positions des
solstices ont été inversées (le cercle extérieur correspond au 21 juin et l'intérieur au
21 décembre). Pour simplifier il utilise la symétrie approchée des dates et des
déclinaisons par rapport aux solstices. ‘
Ceci conduit a tracer 7 cercles correspondants aux dates de chaque 21 °™ jour du
mois. En choisissant les valeurs relatives des rayons des cercles, il est possible
d’améliorer la forme des courbes horaires et en particulier de conserver le signe de
leurs rayons de courbures.
A la latitude de 48.6 deg. un résultat satisfaisant est obtenu avec les proportions
suivantes /

Rayon R extérieur attaché au 21 juin

Rayon intérieur r = 0.3 R attaché au 21 décembre

0.43R 21 janvier ou 21 novembre
0.56 R 21 février ou 21 octobre
0.69 R équinoxes

0.81R 21 avril ou 21 ao(t

0.925 R 20 mai ou 21 juillet

20mai 21avr 21ma 21fév 21jan
21-juin 21 juil 21 aou 21sep 21oct 21 nov 21-déc
heures -
23,45 -20 -11 0 12 20 23,45
12 0 0 0 0 0 0 0
13| 306 281 235 19,7 16,7 150 144
14| 54,0 50,7 438 37,6 323 29,3 28,1
15| 71,0 67,7 60,4 53,1 46,5 425 409
16| 84,2 812 741 66,6 592 546 526
17| 955 928 861 786 709 65,8
18| 106,0 103,5 97,3 90,0
9| 116,5 114,2 108,55

Sur le tableau ci-dessus figurent les dates et les déclinaisons utilisées pour le
calcul des azimutsde 12ha 19 h

486 deg.

05/02/2010
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Cadrans araignée. Comment Mateérialiser I'équation du temps sur un cadran

En général, on fait apparaitre I'équation du temps avec précision sur les méridiennes,
c'est-a-dire sur des cadrans qui ne sont lisibles que de 11 h. 30 a 12 h.30. L’axe
moyen de la courbe est forcément orienté Nord-Sud, mais les élongations latérales de
la courbe dépendent de la surface de projection.

Quand on utilise I'extrémité d’un style, ou un ceilleton équivalent, la courbe se referme
sur elle-méme en une sorte de 8 qui s’étend entre les points d’ombre extrémes
correspondants aux solstices.

Sur un cadran d’azimut, il est possible de tracer des cercles qui couvrent la totalité de
lannée et les lignes horaires vont prendre des formes gondolées qui se déduisent
chaque jour de I'année et a chaque heure du jour de la courbe de I'équation du temps
qui est connue par un tableau de chiffres ou une courbe en coordonnées
rectangulaires.

Comme il faut couvrir 'année entiere entre deux cercles, on ne peut avoir que des
courbes horaires, avant application de la correction du temps, qui sont trés incurvées.
La superposition de I'équation du temps provoque ensuite des déformations
complexes qui nuisent a la facilité de lecture et a la précision qu’on pouvait espérer.
Yves OPIZZO a réalisé un programme de tracé automatique de ces lignes baptisées
araignées qui sont curieuses, mais difficiles a lire

I a donc été jugé
intéressant de revenir aux
cercles compris entre les
2 solstices et en utilisant
les dates qui donnent une
symétrie suffisante entre
I'aller vers I'été et le retour
vers lhiver. Les rayons
des cercles de ces dates
sont choisis pour simplifier
la courbure des lignes
horaires et faciliter le tracé
des lignes de demie heure
et éventuellement de
quart d’heure. La courbe
d’équation du temps n’est
figurée que sur la ligne la
ke el =28 plus proche de la direction
Nord-Sud avec rappel du sens a utiliser en fonction de la période de I'année.
Le cadran ci-dessous est tracé pour donner I'heure légale d’hiver (décalée d'une
heure).

it

Araignée d’éte, araignee d’hiver

Il apparait une solution de cadrans capables de donner I'heure légale si on étudie les
tracés d’araignées adaptées aux deux régimes horaires imposés au cours de I'année.
Ces changements d’heure se font les derniers dimanches des mois de mars et
d’octobre. On se propose alors d’étudier la période de novembre a mars inclus et la
période d’avril a octobre inclus.

Ceci conduit a 2 graphiques dont le plus complexe est celui d’été qui ne concerne que
7 mois et se trace donc avec 7 bandes circulaires au lieu de 12.

Pour tracer les graphiques par points, on choisit de calculer les azimuts a chaque
heure, le premier jour de chaque mois.

Les paramétres utilisés sont :
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La latitude locale

La longitude (pour mémoire elle correspond a 4 minutes par degré)
Quand la longitude est c6té Est le graphique d’un cadran doit étre décalé dans le sens
horloge puisque le midi solaire local précéde le midi solaire a Greenwich.

L’équation du temps définie par courbe ou tableau de chiffres.
Elle représente le temps a ajouter ou retrancher a un cadran situé a Greenwich pour
obtenir I'heure universelle. Donc sa valeur positive signifie que l'indication du cadran
est en retard sur le temps moyen et dans ce cas pour le corriger il faut décaler son
graphique dans le sens inverse horloge.
Par conséquent il faut retrancher la correction du temps de I'écart de temps issu de la
longitude
L’écart de temps obtenu est ensuite transformé en écart d’angle horaire (1 heure = 15
degrés, 1 minute = 0.25 degrés)

La déclinaison est lue sur une table ou calculée par formules

Les azimuts peuvent enfin se calculer par exemple avec la formule :
sin H
1gA = -
cos@Pxtgd +sin @xcos H

Les graphiques suivants correspondent a la région Sud de Paris

midi GMT 1

avril "\ 1 5

maj

Y
N

10

HEURE| D'ETE

9 IJ’ //' / ’
N /' latitude 48.6 deg. N \ L
\ | f’ 1 longitude 2,35 deg. E \ |~ /
N ‘ [ A

N

8
12 | 13
11 _ noy, 14
10 S 15
1 Jany ) :
9 [ evr : .16
/ mars S

HEURE D'HIVER
latitude 486 deg. N
longitude 2|35 deg. E

/\l
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Cadran avec une sphere tangente a deux plans inclinés

On considere d’abord le cas simple particulier ou I'on se propose de placer une
sphére tangente aux faces d’'un triedre ayant une face horizontale et d’étudier son
ombre sur les faces latérales en admettant qu’elles sont symétriques par rapport a un
plan vertical Nord-Sud.

La figure ne représente que le co6té Est.

Le plan P est défini par sa droite de base
Sx d’angle o avec la ligne Nord-Sud et sa
pente vy par rapport au plan horizontal H
Pour que la sphére soit tangente aux plans
P et H il faut que son centre soit dans le
plan Q bissecteur du diedre d’aréte Sx.
Pour qu’elle soit tangente au plan P’
symétrique du plan P, il faut que son centre
soit sur la droite SB dans le plan vertical de
symétrie.

Par la trigonométrie sphérique, les angles
utiles B, @, & se calculent en fonction des
anglesoety:

Du triedre rectangle S Nord, Sx, SA il vient :

_1g(r-a)

B cosy

tgf=sin(r—a)-tgy

Du triedre rectangle S Sud, SB, Sx, il
vient :

189

1gd = sina-tg(%)

Il'y a donc une relation simple entre le
rayon de sphere et la distance SH de son

axe vertical au sommet
R
S: SH = R§ = v
g sina -tg( 7)

En considérant le rayon solaire d’azimut a
et de hauteur h, le plan passant par I'axe
Hz donne 'ombre HA, AB qui est couverte
par 'ombre de la sphére jusqu’au point M.
On détermine le lieu des points M en

calculant les angles 0 et A et les distances

AS et AM
Dans le triédre rectangle Ax, AN, AM les données sont I'angle 7y et I'angle de face
dans le plan horizontal (# —a —a) et il vient :

tgr—a—-a)
cos ¥y

1g0 = et tgd=sin(r—-a-a)-tgy

B SH
sin(z—a) sin(r—a—a)

La figure dans le plan défini par le soleil et le style Hz permet de calculer AM dans les
triangles AHS et AMN

AS se calcule dans le triangle ASH par :
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sin &
Sin(7 —a — )
R R R 1+ cosh

HA=HS -

HN =HL+IN =—+——= -
tgh sinh sinh
AN = HN — HA
AM = AN— S0
sin(z—h—-A)

Pour réaliser un tel cadran, il a paru préférable de
partir de I'angle (2 x d) entre les 2 plans et de
'angle d’inclinaison B,.qui sont faciles a contréler.

Les angles o et Y deviennent dérivés et se
calculent dans le triedre rectangle Sy, SA, Sx:

tg(r—a)=sinfB-1g(wr—9)
cosy=cos f-sin((x — J)

Dans le cadran ci-dessous B = 20 deg et 6 = 60
deg

L’heure se lit a lintersection de I'ombre de la
sphére et de la tige verticale passant par son
centre.

Remarque : Traiter le probleme avec une sphére
est une fantaisie. Il est plus facile d’utiliser un pe-
tit mat vertical (HQ de longueur p) dont I'extrémité
de 'ombre décrit un graphique similaire.

Le calcul est Iégérement simplifié.

La longueur HA est inchangée et HN devient :
N =P
tgh
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Cadran d’heures d’été avec un style vertical dans un V

A partir des 2 idées
B précédentes, l'ombre d'un
& style vertical se projette sur 2
plans inclinés symétriques
dont laréte commune est
située dans un plan vertical
Nord-Sud .

Le modele qui se propose
d’'indiquer 'heure légale d’été
est calculé en tenant compte
| de la longitude et de
léquation du temps. Pour

simplifier sa  construction
laréte des 2 plans est
horizontale.

Dans un cas général, les données sont I'angle B
de I'aréte OB et vy inclinaison de chaque plan par
rapport au vertical Nord-Sud .

Connaissant les angles dazimut (a) et de
hauteur (h), il s’agit de calculer 'angle (x) et la
longueur d’'ombre OP pour tracer par points le
lieu géométrique du point P au cours de la
journée et a certaines dates.

Dans le triedre quelconque OB, OA, OP sont

connus les angles solides (a) et (y) et I'angle de
face AOB= % -p

En appliquant les formules de résolution, on
calcule les angles (x) et (y) et la résolution du
triangle OAP par la régle des sinus donne la
longueur OP en fonction de celle du style OA.

Cependant lorsque l'aréte OB est horizontale le triedre devient « rectilatére » et les
calculs se simplifient considérablement. En posant :

~ V4
=AOB=— tgC  tgazimut
@=A0B= e = gx = 18C tgecim
sin B sin y
B=y les formules sont : 2
t t
C = azimut tgb =tgy = .g =— g7‘/
sinC  sinagzimut
Dans le cas particulier réalisé ou () = 60 deg on a donc:
2 -tgazimut 3
gr = 218Gzt N3
J3 sin azimut
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Cadran a mat vertical dans un céne creux incliné

Toute solution qui associe la hauteur et 'azimut du soleil semble utile pour créer des
cadrans lisibles et assez précis pour indiquer I'heure 1égale.. Comme il faut limiter les
dimensions aux heures de 6 et 18 heures il faut s’intéresser a des surfaces concaves.
Et pour faciliter les calculs et le tracé du graphique, cette ou ces surfaces doivent étre

développables.

La solution suivante est un cdne creux avec une génératrice horizontale orientée Nord-
Sud et le plus simple est d’étudier 'ombre d’'un mat vertical dont le pied est au sommet

du cbne.

Pour la latitude 48.6 deg N, on peut s'imposer que 'ombre du solstice d’hiver a midi
atteigne la périphérie du cdne creux. Ce qui donnerait les angles ci-dessous :

soleil d'équinoxe

C B S
AS
Avec L = longueur du style AS : SC = =3.1-L
1g17.8
AH =L -sing R=HC=SC-COS(p=L-M
g9

SH = AS -cos17.8=0.95L

Le soleil et le style SA
donnent un plan vertical
dont lintersection avec le
cbne est une droite SJ sur
laquelle on calcule la
position de I'extrémité P de
'ombre en connaissant les
angles dazimut et de
hauteur. Le cbne est
retourné afin de faciliter le
tracé de la figure.

Pour tracer le graphique
sur la développée du cbone
il faut calculer la longueur
SP et langle CSD
correspondant a B par l'arc
CD.

Dans le triedre rectangle AS, AC AD on connait I'angle solide (a) égal a 'azimut, et

I'angle de face %— Q.
On en déduit 'angle avpar :  tga =tga-cos@
Et 'angle SAD par : thAD =

tg@-cosa
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Considérer ensuite le triangle AHD ou sont connus I'angle a et les c6tés HD et HA pour
déterminer I'angle B et la longueur du cété AD

HD AH . . AH .

—— =" > sind=sina-—— =sina-1gp’ et: f=a+o
sina@  sind HD

: AD HD —>— AD=R-—Sm(_ﬂ_'B)
sin(z— ) sina sin @

Puis résoudre le triangle ASD ou sont connus tous les cétés et 'angle SAD pour avoir
sin ASD _ sin SAD AD-tgp
SD

langle ASD : ——> sin ASD = sin SAD -

Et terminer par le calcul de SP dans le triangle ASP ou sont connus AS et les angles
adjacents.

Pour un cadran donnant I'heure d’été au Sud de Paris, avec 'angle ¢ du céne = 17.8
deg. et un style de 25 mm, on arrive au graphique développé ci-dessous.(échelle 1).

41 2 23—/ OcCtobye

1
10
il O AT

9 Lay 18

. _ s _

Il est tentant de retourner le cadran pour examiner ce que serait un graphique des
heures d’hiver, mais l'inclinaison du style rend les calculs trop pénibles et il faut alors
remettre le style dans l'axe du cbne et dans les 2 cas transformer les azimuts et
hauteurs par changement de coordonnées.

Le changement consiste a une rotation autour de I'axe
Ox (Est-Ouest). Un point qui a pour coordonnées x, vy, z
dans le systeme Ox, Oy, Oz aura pour coordonnées x’,
y’, Z” dans le nouveau systeme Ox’, Oy’, Oz’ :

7'=z-cos@—y-sing
y'=z-sin@p+y-cos@

x'=x

96



z Le rayon solaire se définit par un segment OA de
A longueur unitaire placé a l'origine

g Les coordonnées du point A dans Oz, Oy, Ox sont
Ox Oy Oz
o \ Point A | cosh-sina | cosh-cosa | —sinh
* — X Dans le systéme Ox’, Oy’, Oz’ elles deviennent :
C
a
B cos h A
Ox’ Oy’ 0z

Point A | cosh-sina | cos@-cosh-cosa—sing-sinh | —cos@-sinh—sin ¢ - cosh-cosa

. BO
L’expression de la hauteur se recalcule par :7tgh = B

A
L’azimut par :sina :C— dou :
AB

tgh'= cos @ - sinh+sin ¢ - cosh- cosa _ M

\/(cosh- sina)? + (cos @-cosh-cosa—sing- sinh)? \/ﬁ

sina'=

cosh-sina

NG

Dans ces conditions le calcul du
graphique se simplifie beaucoup et
on peut arriver au cadran ou
figurent d’'un c6té les heurs d’été et
du c6té opposé les heures d’hiver.

Il suffit de le retourner et de le
basculer a chaque changement
d’heure
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Cadran en position de lecture d’été

e
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PARTIE 6a Cadrans bifilaires

Ces cadrans utilisent les ombres de 2 fils tendus paralléles au plan de projection Le
point d’intersection des 2 ombres décrit des courbes qui renseignent sur I'heure et la
date. On s’intéresse aux plans horizontaux, verticaux, puis quelconques. Dans
tous les cas leur plus courte distance (par définition perpendiculaire au plan) est a
considérer dans les calculs et leur construction.

Ces cadrans présentent davantage d’intérét géométrique et mathématique que pra-
tique.

Bifilaire orthogonal horizontal

Les projections des fils se cou-
pent sous un angle droit. La
droite (D1) pourrait faire un an-
gle (y) avec la direction Nord-
Sud

AB = (d) est la distance entre
(D1) et (D2) celle-ci étant a
distance (b) du plan. A priori la
droite supérieure (D1) a été
orientée dans le quart Nord-Est
et on considére le soleil de
hauteur (h) et d’'azimut (a) dont
les rayons issus de A et B attei-
gnent le plan en A’ et B.
Comme les ombres sont paral-
leles aux droites, la position du
point P se déduit de B’ et A’ et
on cherche a calculer ses coor-
données dans le systéme (y, O,

x) défini par la projection des 2 droites sur le plan

Ontrouve: OB'= i OA'= M
tgh tgh

X, = OAsin(a—y) = b:hd xsin(a — %)

= i><cos(a )
Yp 1gh

Les calculs numériques (pour chaque heure et les 3 déclinaisons (-23.6, 0, +23.6
deg.) montrent des courbes hyperboliques analogues a celles des cadrans verticaux
a déclinaisons Est ou Ouest. On observe que les points figuratifs d’'une heure dé-
terminée se déplacent sur une droite quand on parcoure I'étendue de déclinaison et
que ces droites convergent en un point commun sur la ligne de midi

On notera cependant que pour ce type de cadran a position horizontale il n’y a pas
de fortes raisons pour dévier la droite (D1) par rapport a la ligne Nord-Sud. Dans ce
cas simplifié les graduations deviennent symétriques par rapport a la ligne midi.

Il peut paraitre plus clair de traiter le probléme par la géométrie pure :
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SA

AB plus courte distance entre les 2 fils est perpendiculaire au plan horizontal.
Dans un plan vertical Nord-Sud, on trace les droites A,Sa et B,Sb qui sont incli-
nées d'un angle égal a la latitude (®) et figurent ainsi 2 cadrans classiques a
style incliné.
Supposons une situation d’équinoxe avec les plans perpendiculaires a Sb,B et
Sa,A. contenant le soleil
L’angle horaire (H) appliqué en A et B détermine alors les orientations des rayons
solaires a I'heure (H) pour chaque cadran. Il en résulte sur le plan horizontal les
traces paralléles d’angle (6h) qui déterminent les position des points A’ et B’ ou
passent les ombres des fils. Noter que A'B’ prolongé passe par O et représente
'ombre du gnomon vertical OB
Les ombres sont paralléles a chaque fil et leurs intersections, P ou P’ est fonction
des positions relatives des fils

P quand le fil Nord-Sud est au dessus

P’ quand le fil Nord-Sud est au dessous
Aux équinoxes les points P ou P’ se déplacent sur les droites Nb B’ ou Na,A’ au
cours de la journée.
Recherchons les lieux géométriques de P et P’ quand I'heure est constante et
que la variable est la déclinaison. Les points A’ et B’ se déplacent sur leurs
droites horaires paralleles issues de Sa et Sb et seule 'ombre OA’ du gnomon
change d’orientation
La figure dans le plan horizontal est relative au cas défini par la droite OB’ qui
engendre le rectangle A’P’'B’P. Une droite OD conduit a un rectangle D, P1, C,
P1.
Tragons les droites SA-P’, SB-P et MN perpendiculaire a SA
Les triangles semblables M, SA, SB et M,A’, P’ ont le méme rapport d’homothétie
que les triangles semblables N, SA, SB et N, P, B’ donc MN est // a A’P et per-
pendiculaire a O, SA.
Quand la droite génératrice pivote autour de O le rectangle part du segment MN
et s’étend de telle fagon que le point P’ se déplace sur la droite SA-M, et le point
P sur la droite SB-N
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En revenant au tracé des lignes horaires d’'un cadran bifilaire horizontal, il suffit
alors de calculer les angles horaires d’'un cadran classique horizontal et les posi-
tions des pieds SA et SB correspondants aux positions des fils

Si le fil supérieur est Nord-Sud SB-N est la ligne horaire

Si le fil inférieur est Nord-Sud, la ligne SA-M est la ligne horaire

Bifilaire orthogonal vertical

Le schéma est analogue au préce-
dent avec (D1) horizontale et pa-
rallele au mur vertical qui a une de-
viation () par rapport a Nord-Sud
Le plan horizontal passant par la
distance AB génére la trace Ox sur
le plan vertical d projection. En pla-
cant en A et B les rayons solaires
de hauteur (h) et d’azimut (a), on
détermine les points A’ et B’ qui
donnent les positions des 2 ombres
dont le point de rencontre est P

N R d*n- ~, .

A

Al

Les coordonnées de P sont calculées dans
le systéme x, O, y:

X, =0I'=(b+d)xtg(axy)

=IB'=——
e cos(at y)

Xtgh

Quand le fil inférieur (D1) est vertical les
coordonnées deviennent celles de P’

Xp =0l =bxtg(aty)

v = AT=—2FD e

cos(aty)
Cette disposition semble donner un meilleur dessin quand le mur est exactement
Est —Ouest et ne supporte pas une déviation supérieure a 10 deg. (voir photo d’un
prototype a 5 degrés). Comme précédemment les droites horaires convergent sur
la ligne midi en des points calculables a partir des cadrans verticaux classiques
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Bifilaire horizontal a fils non orthogonaux

Deux droites quelconques peuvent créer un cadran pourvu qu’elles soient paralléles
au plan qui regoit leurs ombres,

Les études précédentes a fils orthogonaux ne correspondaient qu’a des cas particu-
liers.

Pour faciliter les calculs, les 2 droites sont projetées sur le plan et on en choisit une
comme axe des (x), qui se trouve ainsi orienté par rapport au Nord de l'angle

a+%. L’autre droite est définie par I'angle B.entre projections des droites

Deux rayons solaires portés par leur
nord azimut (a) et leur hauteur (h) engen-
drent 'ombre OB’A’ et les ombres pa-
ralléles aux droites se rencontrent au
point P (ou en intervertissant les droites
au point P”)

Coordonnées de P’ a partir de celles de

~ /y B’

yB'= OB'%cos(a— @) = i>< cos(a— )
tgh

' xB'=£><sin(a—0{)
tgh
P’ Dans le triangle A'B'P’ I'angle P’ est =

T T
etlangleB’'= ——(a—-a)=—+a—a
g > ( ) >

X L’'angle en A =
ﬂ—ﬂ—%—a+a=%+a—(0{+ﬂ)
Et on calcule facilement A’'P = B'P’ par

la formule des sinus

7
N sin(_ +a—a—f)
BP _BA pp-d w2
sinA" sinf tgh sin

xP'= XB+B'P'= i><sin(a —-) +L'><sin(£+ a—a- )
tgh tghxsin 2

yP'=yB'= ix cos(a— )
tgh

Quand les fils sont inversés, les calculs au point P donnent :

yP = b+d><cos(a—a)
tgh

xP = b+d><sin(a—0()—$><sin(£+a—0{—,3)
tgh tghxsin 2

(avec a = 0 et B= m/2 on retrouve les formules du cadran a fils orthogonaux)

Ces calculs conduisent a un tracé par points
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Quand o = 0 et =90 le graphique est
symétrique, la ligne midi est confondue
avec Nord-Sud et la ligne équinoxe est
perpendiculaire

Quand o =0 et B < 90 deg. la ligne midi
s’'incline vers 'Ouest et vers 'Est pour B >
90, cependant la ligne équinoxe reste
orientée Est-Ouest

Dés que a est différent de 0 la ligne équi-
noxe s’incline

Dans le cas patrticulier ci-dessous, I'angle o
vaut 30 deg. le fil supérieur est paralléle a
'axe des (x) et I'angle B a la valeur de 60
deg. Ceci lui donne la direction Nord-Sud
et fait que toutes les lignes horaires
convergent sur un point de la ligne midi (au point qui correspond au pied d’un ca-
dran classique a aréte inclinée dont le sommet serait a la hauteur du fil supérieur)
Dans tous les autres cas le point de convergence existe mais se trouve extérieur a
la ligne midi

Géomeétrie plane du bifilaire non orthogonal

y

HI  Ts2-

L’étude des bifilaires revient a s’intéresser a 'ombre d’'un mat vertical de hauteur
(b + d) portant un repere a la hauteur b. Il est connu qu’au cours de I'année 'ombre
change de longueur et d’orientation. Cependant le lieu géométrique de son extré-
mité est la droite horaire définie sur le plan horizontal par un cadran a style incliné
de méme hauteur. Donc les points A’ et B’ de 'ombre du poteau se déplacent sur
des paralleles quand I'heure est constante et la déclinaison variable. Les droites
(D1) et (D2) représentent les projections des fils. Leurs directions conduisent au
tracé de parallélogrammes tels que P’A’PB’ lorsque 'ombre du poteau change
d’orientation avec la déclinaison.

Pour trouver le lieu géométrique des points P et P’ il faut examiner la rotation com-
plete de la droite Ou autour du point O. Lorsque Ou se confond avec (D1) le paral-
lélogramme se réduit au segment CD avec P en C et P’ en D. Puis Ou se confond
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avec (D2) et par déformation du parallélogramme le point P’ se trouve en E. Finale-
ment Ou vient sur Oy et le parallélogramme est S1, G, S2, H

Donc pour une heure déterminée le point P’ se déplace sur la droite DE qui passe
par le point S1 et le point P se déplace sur CF qui passe par S2

Si on considére une heure différente, la figure se construit a partir de 2 paralléles is-
sues des points G et H et les droites qui portent les points P’ et P passent encore
par les points S1 et S2 puisque le parallélogramme S1, G, S2, H reste invariable
Conclusion : Si (D1) est en position supérieure le point de rencontre des ombres
est le point P et toutes les droites horaires du cadran convergent au point S2. In-
versement quand (D2) est au dessus les lignes horaires sont plus écartées et
convergent en S2. Dans ces 2 cas on observe que la ligne midi n’est pas dans le
plan Nord-Sud passant par la ligne AB

Si (D2) est orientée Nord-Sud, les points S1 et S2 viennent se confondre avec les
points G et H et la ligne midi reprend sa place habituelle.

On peut en déduire une méthode graphique pour déterminer quelques lignes et
points remarquables

HAK et GBJ sont les cadrans fictifs avec les lignes équinoxes KK’ et JJ’ sur le plan
horizontal. (D1) correspond au fil supérieur et (D2) a l'autre.

Les points PO, S1, S2 sont tracés avec des paralléles aux droites.

Aux pieds G et H des cadrans tracer 2 paralleles quelconques, celle issue de H cor-
respond a (D1) et celle du point G a (D2). Elles coupent les paralleles KK’ et JJ” en
A’ et B’ dont le prolongement passe au point O et représente une ombre de OBA

lé Nord ligne midi /
K, 4 | A K’

ligne équinoxe

Jv

O —~+—0 "~ a

mo

P D1)

Sud

OO DT

s 2 paralléles coupent la projection de (D1) en C et D et celle de (D2) en E et F

Les points S1 C F P’ sont alignés et la droite est le lieu du point P’ a I’heure considé-
rée. (La droite ED passe en S2 et porte le point P quand (D2) est en position supé-
rieure)

La droite OPO est la ligne de midi qui n’est pas portée par la direction Nord-Sud
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La droite POP’ est la ligne équinoxe
Oy perpendiculaire a (D1) et Ox, porté par OD sont les références de calculs par
points qui conduisent aux valeurs suivantes

y=—0H><Cosa=—b+d

X COS &
189
Coordonnées de S1 : . T ’
bid dxsin(——a - f)
x=0HXxsina+ HS, = xXsina £ 2 -
ig@ tg@dxsin B

On observe que S1 est au point de rencontre,
avec le plan de projection, de la droite parallele a
'axe du monde qui est en contact avec les 2 fils
(D1) et (D2).

La démonstration est facile dans la figure ci-
contre ou le plan de projection est horizontal.

Sur la verticale OB, AB est la perpendiculaire
commune aux 2 droites. Dans le plan vertical
Nord-Sud les droites AA’ et BB’ sont paralléles a
I'axe du monde.

Dans le plan horizontal (r) A’'S1 paralléle a (D2) et
B’S1 parallele a (D1) définissent le point S1. La
parallele S1M & I'axe du monde issue de S1 ren-
contre les 2 droites aux points N et M. En effet le
plan défini par B'S1 et B'B contient la droite (D1)
et le plan défini par A’S1 et A’A contient la droite
(D2), donc leur intersection STNM est bien paral-
lele a 'axe du monde et possede un point com-

mun avec chacune des droites.
Cette propriété est indépendante de l'orientation du plan mais n’existe que si les
droites lui sont paralleles.
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Bifilaire sur plan incliné quelconque
Etude de 'ombre d’un baton planté a angle droit sur un sol plan quelconque

Cette étude est nécessaire a la compréhension et la détermination des cadrans bi-
filaires dans leur sens le plus général.

Dans un triédre orienté Nord-Sud, Est-Ouest, on place dans le plan Nord-Sud un
style DB (incliné de ¢, angle de latitude) avec BO perpendiculaire a DB pour que
BOx corresponde au plan équinoxe issu du sommet B.

Le plan incliné se définit par 'angle B en D et par sa plus grande pente 7.

Dans un plan vertical, passant par B et perpendiculaire a DE, la projection BA du
point B sur l'intersection IK représente un baton perpendiculaire au plan BDE

___angle horaire H

~

AV~ ligne équinoxe

N

A une heure caractérisée par I'angle horaire (H), la droite DP est 'ombre, d’angle 6
constant, du style sur le plan incline.

A I'équinoxe 'ombre du point B est en P et AP est 'ombre cherchée du baton.

Le point P déterminé par I'heure (H) et la déclinaison se déplace donc sur des droi-
tes qui convergent au point D

Le probléme est de calculer les positions de P en choisissant des références favo-
rables sur le plan incliné.

Les seuls parametres sont : la longueur (l) du baton, 'angle de pente (y) 'angle (B)
sur le plan horizontal et la latitude (¢). Comme il parait nécessaire de partir du point
D et des angles (6) la référence doit étre la droite DC qui est la ligne midi Nord-Sud
du style DB sur le plan CDE.

Pour trouver le point D il faut résoudre le triangle BID ou I'on connait :

BI = angleenB:%—qﬁ angleenl:%+/i

cosy

BI sin(;[ +A) I x sin(;z +A)

id . DB= B
qui donne sin(¢— A) cos yXsin(¢— A1)

B [Xcos¢
cos yxsin(¢@g—A)

L’angle (L) a été calculé par trigonométrie sphérique dans le triedre D, |, J, K qui
donne : tgAd =sin BXtgy

DI

106



Pour tracer la position du pied A il faut calculer I'angle (c) aprés celle de I'angle (x)
en B du triangle CDE, obtenu dans le triedre D, I, J, K par :

sinx sinA ) sin . sin
=—— —sinx=—— 0OU Mieux coso = —
T sy sin ¥ sin y

puis 1A =1X1tgy

sin
DB
cos(p—A)

L’angle DME demande la résolution du triangle MDE ou sont connus :
DM, Tlangle x, le c6té DE = bo = bB
cos S cos@xcosfB

Pour tracer la ligne équinoxe ME la position de M est : DM =

Rappel de caractéristiques utiles du plan incliné

Elles se trouvent par la résolution des triangles sphé-
riques rectangles dont les formules ci-dessous sont
extraites page 34 des Reégles et Formules usuelles de la
table de logarithmes Bouvart & Ratinet (édition 1946)
Cas ou b et C sont connus

tgh

cosC

tgc =sinbxtgC

cosB =cosbxsinC

1ga =

En appliquant on obtient :
: rgd = LA
Au point D : cosy

tgx =sin S Xx1gy

. 1ge=———
Au point E : tgffxcosy
tgy =cos BXtgy

c0s¢=c0s(%—,8)><sin ¥ =sin fXxsiny
cos @ = cos fxsin ¥
Calcul d’angle de la ligne equinoxe :

C’est l'intersection PN du plan avec un plan
perpendiculaire au style et construit a son
extrémité

1gb -1

cosC tg(¢—x)-cos@

Rappel des calculs pour un cadran sur plan quelconque

Ces calculs sont développés en détail dans la partie « newcadsolpart3)
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ligne équinoxe

Considérer le triedre de sommet D et d’arétes DB, DC, DP
L’angle horaire H correspond a I'angle de face 6h

L’angle (w-6) correspond a I'angle de face a1t

L’angle de la 3éme face est: & —x

Avec la notation a=al A=m-06
b = 6h B=H
c=®-x C = non concerné
Par résolution du triédre ou 'on connait : c, A, B on obtient a et b par les formules :
A-B c . A-B c
a+bh 08 5 xth a—b_sm 5 xth
8= A+B T A+B
Ccos sin
2 2

Les longueurs d’'ombres se calculent a partir de la longueur du style, de I'angle (a1)
/4
et de I'angle Ei o

ME est la droite équinoxe.

Propriétés du graphique bifilaire

Les points R et B des 2 fils appartiennent a
leur perpendiculaire commune et il faut
déterminer leurs ombres R’ et B’ sur le
plan CDE. A l'aide d’'un cadran d’aréte BD
on a déterminé 'ombre de DB, par exem-
ple a I'équinoxe, dont la longueur conduit
au point B’. On peut construire le point R’
sur AB’ par le rapport de proportionna-
.. AR'" AR . . .
litt — =——. Mais on pourrait aussi le
AB' AB

construire comme pour B avec un petit ca-
dran RD1 dont la base D1 sur le plan CDE
appartient a la droite AD et qui donnerait
une ombre D1R’parallele et homothétique
a DB

On voit alors apparaitre un probleme de
géométrie plane avec une droite AD
portant un point D1, des droites paralléles issues de D et D1 et des sécantes issues
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de A déterminant des points R et B’ qui sont utilisés pour tracer des
parallélogrammes dont les cétés sont toujours paralléles a des directions fixes. (L1
et L2) Quels sont les lieux géométriques des sommets des parallélogrammes ainsi
construits ?

En faisant tourner la droite (L) autour du point A, le parallélogramme se déforme et
se réduit a un simple segment en passant sur L1 et L2. Sur la ligne AD le parallélo-
gramme a une forme finale S1 D S2 D1. qui est indépendante de l'orientation des 2
paralleles. On démontre a I'aide de triangles semblables que les diagonales du tra-
péze b d passe en S1 et a e passe par S2 et ceci est vrai quelles que soient les di-
rections des 2 paralleles issues de D et D1

Conclusion :

Quand le fil supérieur a la direction L1, les points P de croisement des ombres se
trouvent sur des droites horaires qui convergent au point S1

Quand le fil supérieur a la direction L2 les droites horaires du point P’ convergent au
point S2.

La propriété est générale et les positions de S1 et S2 ne dépendent que de I'angle
ente les fils.

Quand le cadran a une pente dans I'axe Nord-Sud, les points A et D1 sont situés
sur la droite ID

Quand les fils sont orthogonaux et dirigés Nord-Sud et Est-Ouest le point S1 vient
en D et le point S2 en D1
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Méthode de tracé

Le calcul par points en coordonnées rectangulaires est déconseillé et le mieux est
de combiner calculs et tracés

Les positions relatives des points D, |, M sont calculées en fonction de la hauteur du
fil le plus élevé et cette droite est a placer Nord-Sud. On trace ensuite la position du
point A aprés calcul de IA et de I'angle o . Le point D1 situé sur DA le partage pro-
AD1 _ hfilhaut

AD  hfilbas

A partir du style de longueur calculé DB, utiliser le calcul d’'un cadran sur plan incliné
et tracer les lignes horaires et les positions de I'extrémité de 'ombre aux solstices et
a I'équinoxe.

Ayant choisi les positions angulaires des fils et la hauteur du fil inférieur, tracer pour
chaque heure les droites issues de A qui représentent 'ombre de AB et sur ces
droites situer par un partage proportionnel la position du point du fil inférieur.

portionnellement aux hauteurs des fils

A partir de ces 2 derniers points tracer les triangles dont les c6tés sont paralléles
aux fils. Le sommet obtenu correspond au croisement des ombres. En joignant les
3 points construits aux solstices et a I'équinoxe d’'une méme heure, on obtient la li-
gne horaire du bifilaire

On peut veérifier la précision du tracé en observant la convergence sur le point S1 ou
S2 suivant la hauteur affectée a chaque fil.

On gagne du temps en ne tragant que les triangles a I'équinoxe et en joignant di-
rectement les points obtenus a S1 ou S2

La figure montre un cadran sur une pente de 15 degrés orientée vers 'Ouest de 15
degrés.

Les triangles sont construits sur les ombres fictives de AB, leurs cotés convergent
sur le point A, la longueur de ce coté est calculée proportionnelle a la distance entre
fils par rapport a la hauteur du fil supérieur. Les autres cotés paralléles aux fils
permettent de passer des lignes horaires du cadran de sommet D au graphique bi-
filaire.

Les lignes du cadran convergent en D celles du bifilaire convergent en S

Les lignes équinoxe ont un point commun M

Quand les positions des fils sont inversées, le graphique devient assez différent
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,/Fil haut -
/ ~
BIFILAIRE a 65 degrés
incliné 15 deg. Ouest
sur pente a 15 deg

fil supérieur a 45 mm
fil inférieur a 30 mm
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Comment calculer les lignes par points ?

F

plan Nord

an équinoxe

plan CDE

La figure antérieure est reprise ou AB est perpendiculaire au plan CDE. BD est un
cadran établi a partir du point B dans le plan vertical Nord-Sud. Dans le plan équi-
noxe perpendiculaire & DB est tracé un angle horaire (H) qui définit un plan DFG
qui coupe le plan CDE suivant la droite DN. Dans le plan DFG le soleil a une po-
sition donnée par la déclinaison (9) et la droite DL est 'ombre du style DB sur le
plan CDE.

Par conséquent la droite AL est 'ombre de AB.

Il a été vu précédemment qu’on savait calculer
dans le plan CDE les positions des points A, M, |,
D avec DM qui est la référence Nord-Sud. Et il
suffit alors de pouvoir calculer I'angle d’azimut
(@) de 'ombre AL par rapport a DM

Les points A, I, D sont fixes, il reste a étudier la
variation de langle (a’) et de la longueur AL
quand 6h et la longueur DL varient
D’abord résolution du triangle IAD avec 2 c6tés
un angle (n-c) en |
A+D=0c
A-D ID-1IA A+D
= Xtg
2 ID + IA 2

1g etc

De méme résoudre le triangle ADL ou sont connus 'ombre DL, la longueur AD et
langle D = 6h + & pour avoir AL et 'angle en A

L’'azimut de 'ombre de AB est alors : a'= A—¢&

Il reste & définir sur 'ombre AL le point correspondant au fil inférieur, puis de
construire les parallélogrammes de c6tés paralléles aux fils.
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M La résolution du triangle P1M1P2 donne

P2 les longueurs P1M1 et P2M2

P1 Il peut paraitre prudent de définir § dans le
sens trigonométrique qui donne aux angles
du triangle P1M1P2 les valeurs

a a EnP2: #—-f+a
o En P1:a—-a
En M1 : B-a

P1P2 PIM1 P2M1

sinz—a—f) sin(f+a) sin(a@—a)
A partir des coordonnées de P1, calculer les coordonnées de M1 et M2

WM1=xPls p1p2S0B+a)  oa

sin(z - B - a)

M2 B

XM 2= xPl+ p1p2—SM@—a)
sin(z — f— @)

Puis de méme pour les y....etc

X cos B

Le tracé par calcul de coordonnées est donc possible, mais il est bien long a pro-

grammer et demande des contréles du signe de I'angle & (qu'il faut changer vers
midi 1)

La méthode mixte, calculs puis tracé a partir des lignes horaires du cadran a style
incliné est donc plus compréhensible et fiable.

La méthode suivante par changement de coordonnées en utilisant les azimut et
hauteur solaire est intéressante mais pas moins laborieuse.

Calcul de 'ombre d’'un mat perpendiculaire a un plan quelconque par changement de
coordonnées pour utiliser les hauteur et azimut soleil

Références choisies : L’axe du baton pour O’'z”

La direction Nord sur le plan pour O’y
La perpendiculaire a Oy’ sur le plan pour O’x”

Les références initiales étant
La verticale Oz
Le Nord pour Oy dans le plan horizontal
L’Est pour Ox dans le plan horizontal

Le plan est défini par I'angle B par rapport au Nord, de sa trace sur un plan hori-
zontal et par son angle 7y de plus grande pente par rapport & un plan horizontal. A
l'aide d’un changement de coordonnées, on se propose d’exprimer I'azimut et la
hauteur solaire, connus dans les références (O,X, y, z), dans les coordonnées (O’,
X', ¥, Z’) pour calculer 'ombre du Point B (sommet d’'un gnomon perpendiculaire
au plan).
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Les axes O’'Z’ et O’y’ sont figurés ci-dessus. L’axe O’X’ est plus complexe
CF, segment unitaire de O’x’ est perpendiculaire a CD et appartient au plan CDE
L’angle 6 entre le plan CDE et le plan vertical zOy est connu : cos @ = cos X sin ¥

L’angle A est aussi connu : tgA =sin S X1gy

tgA  1gp

cos@ cosy

On résout ensuite le triedre rectangle D, C,0,E quidonne : 7gx =

Dans le triangle rectangle DCF on a :
OC  CDxsinAd

CF =CD xtgx = =
cosbl cosbhl
D’ou cospl = 21 A =cos@xcosA
rgx

Dans le triedre C, D, O, F, on calcule I'angle (a1) par :

sin— . .
2 _sinbl — singl = sin @

sinal  sin@ sin bl

Ecrire les cosinus directeurs des segments unitaires des axes O’, X', y’, Z dans le
systéme initial O, x, y, z

Sur Ox Sur Oy Sur Oz
oy o B Y
X _
sin blxcos(al—%) sianXSin(al—%) coshl
oy o’ p’ Y
0 cosA sinA
oz o’ B” 'a
sin y X cos 8 —sin yxsin cosy
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On peut maintenant calculer ce que

deviennent les azimuts et hauteurs solaires X y z

dans les références O’ X’ y’ z'.

En se fixant sur la figure ci-dessous : Point M 0 0 1

OM = 1, les coordonnées initiales de M et N _

sont exprimées sur ce tableau Point N sina cosa 0
tgh tgh

Il s’agit ensuite de conserver I'orientation du rayon solaire en définissant le seg-
ment MN par ses coordonnées dans le systeme O’, X, y’, 2. Elles se calculent
par la formule de transformation :

xX'=ax+ fBy+ %
y|=a|x+ﬁ|y+7vz
Z'ZOZ"X-I-ﬂ”y-I-}/”Z

On calcule ensuite les valeurs de I'azimut et de la hauteur dans le nouveau sys-
téme par :

, ZM—-z7'N
tgh'=
JO'M =y N> +(x' M —x'N)?
. xN—x'M
Sina =

\/(y'M — y'N)2 +(x'M —x'N)2

On pourrait aussi choisir des coordonnées du plan telles que Ox’ soit paralléle a la
droite de base DE, Oy’ perpendiculaire a Ox’ et Oz’ perpendiculaire au plan.

. Y L ) ) 7[
Cela revient a tourner le triedre Oxyz, d’abord autour de Oz d’'un angle b = E_ﬁ’

puis autour de Ox’ d’'un angle Y.

vue suivant zO

Calcul des cosinus directeurs des nouveaux axes dans I'ancien systéme Ox, Oy,
Oz
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Ox Oy Oz
Ox’ cosh sinb 0
Oy’ —cos ysinb cos ycosh —siny
Oz’ —sin ysinb sin ¥ cos b cosy

Coordonnées des points M et N

Point M Point N

Sur 0 Sur 0 Ox sina Ox’ mcosb+ psinb
) m=

Ox Ox tgh
Sur 0 Sur —sin ¥ Oy _cosa Oy’
Oy Oy tgh —msinbcos ¥+ pcosbcos y
Sur 1 Sur cosy Oz 0 (074 —msinbsin ¥ + pcosbsin y
Oz 0z

En remplacant b = n/2 -B les coordonnées du point N deviennent :

Sur Ox’ msin B+ pcos B
Sur Oy’ —mcos fcos ¥+ psin fcosy
Sur Oz’ —mcos fsin ¥ + psin Bsin y

Les azimuts et hauteurs exprimés dans le nouveau systeme se calculent comme
précédemment.

, M —-27'N
tgh'=
\/(y'M —y'N)>+(x'M —x'N)*
. xX'N—-x'M
sina'=

JO'M =y N> + (X' M —x'N)?
Ceci est théoriguement exact mais le calcul numérique est décevant a cause de

valeurs trés grandes hors graphique. Il faut donc bien préférer 'ordonnée Oy’ a

l'intersection d’un vertical Nord-Sud avec le plan considéré.

Autre méthode de calcul d’un bifilaire horizontal :

A<0

On considére un fil paralléle, a une distance (D), au plan horizontal et dont la projec-
tion verticale passe par I'origine des axes Ox et Oy.

Oy est dirigée vers le Nord, Ox vers I'Est
Ay A>0 L’orientation du fil est définie par I'angle (B) de sa

A | a projection avec I'axe Ox

H Le fil étant éclairé par un soleil d’azimut (A) et
B e

d’angle de hauteur (h), on se propose d'écrire
I'équation de la droite ombre du fil dans le systéeme
d’axes Ox, Oy.

Le fil, sa projection et son ombre sont paralléles.

La position de 'ombre CB se définit par le segment
OB incliné de l'angle dazimut (A) et de lon-

projection du fil

D . .
: gueur :OB:—h.Pour couvrir tous les cas, on uti-
18

lise 'angle trigonométrique : o = 5 A

116




OC =OH — HC = OH — HBx1g8 = OBx (sina — cosa xtgf3)

oC =£><(sina'—cosaxtg,3)
tgh

Et on peut écrire I'équation de 'ombre
y=0C +1tgf- x, qui est une forme générale de I'équation de 'ombre d’'un fil dont la

projection passe par le point O.

Pour appliquer au bifilaire il faut que les projections des 2 fils passent par le point
origine O et il suffit de résoudre 2 équations pour obtenir les coordonnées du point
de rencontre des ombres.

Mais cette forme d’équation linéaire donne des impossibilités de calcul quand B est
proche de 0 et de 90 degrés. |l faut alors chercher une autre expression de
I'équation de la droite a partir des 2 points C et G, avec

D ;
oG zﬁ :_X(sma —CcosQ)
g 1gh 1gf
En posant : 0OG=a et:0C=b
L’équation de la droite passant par ces 2 points des axes s’exprime alors par :
£+% =1, et on définit de méme la seconde droite par :£+§ =1
a C
En résolvant le systeme on obtient les coordonnées de l'intersection :
x=(h-d)x—=
bc—ad
y=bx dc—ad
bc—ad

On rappelle ensuite les formules nécessaires au calcul de OC :

sinh=sindxsin@+cos@xcosdxcosH

) cosoxsin H
sinA=——-——
cosh

Pour tracer la droite qui contient les points de rencontre des ombres a une heure
déterminée et au cours de I'année il suffit de considérer les points extrémes corres-
pondants aux solstices.

Et avec un 3°™ fil ?

Le graphique d’un bifilaire horizontal d’angles quelconques est toujours composé
d’hyperboles et de lignes droites concourantes en un point. Au cours d’une journée
le point figuratif de I'heure parcoure une branche de 'hyperbole définie par la décli-
naison a la date considérée.

Cette situation se produit 2 fois dans I'année (printemps et automne)

Quand on trace sur le graphique une droite passant par un point horaire, elle ren-
contre en général son hyperbole en un second point.

Par conséquent si cette droite est 'ombre d’'un 3°™ fil, on peut dire que les 3 fils
possédent au moins un point de rencontre commun 2 fois dans I'année.

L’équation de 'ombre du 3°™ fil serait, selon la 1°® notation: y= fx+ g,

On peut choisir un jour et une heure dans les calculs précédents qui conduisent a un
point de coordonnées calculées. En remplagant par leurs valeurs dans I'équation on
arrive a un solution en se donnant fqui est la tangente de I'angle choisi pour la pro-
jection du fil par rapport a Ox et g I'abscisse du point de passage de I'ombre qui
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permettra ensuite de calculer I'altitude D de ce fil a partir de 'azimut et de la hauteur
solaire du moment choisi.

BIFILAIRE point commun des projections des fils a I'origine
Filbasa70deg.D=15
Fil haut a 20 dg. D=3

x

44 0

N ..
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Exemple simple:
Sur le graphique ci-dessus on peut se proposer d’établir un fil dont la projection se
fait également au point d’origine et d’inclinaison nulle (c'est-a-dire Est-Ouest).
On choisit d’avoir le point de rencontre a 15 heures pour une déclinaison de — 17
deg. (début février et début novembre)
Les calculs montrent qu’a ce point : y=8.07etx=5.7
La hauteur solaire = 13.2 deg et 'azimut solaire (angle yOB) = 44.0 deg.
La droite OAB est 'ombre de la perpendiculaire commune aux 3 fils

On vérifie que oA :Eet on voit que la cote D du 3°™ fil doit étre : 3x£ =2.63
OB 3 OB
Mieux, par calcul, appliquer la formule du calcul de OC, page précédente
8.07 = b xsin(90—-44) = D =2.64
tgl3.2
Si on choisit le 3*™ fil incliné de (-20 deg.), I'équation de I'ombre
sera:y=—-1g20x+v=-0.364x+v

Avec les coordonnées du point XV heures :
8.07=-0.364x5.7+v=v=10.14
En remplacant dans la formule de OC :
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10.14 = X (sin36 —cos36x(—0.364)) = D =2.44
tgl3.2

C’est la distance au dessus de l'origine du 3°™ fil dont 'ombre passe au point XV
heures a la date choisie.

Cependant s'’il n’a d’'intérét que pour marquer le point XV heures a la date convenue,
on pourrait donner au fil n’importe quelle position pourvu gqu’il soit paralléle a — 20
deg. et situé dans le plan passant par le point d’altitude 2.44 au dessus du point O et
défini par une droite inclinée de -20 deg. issue du point XV heures. D’ailleurs a la li-

mite, on pourrait se limiter a la dessiner sur le graphique.

Cependant il est intéressant de tracer les graphiques des 3 bifilaires quand les fils se
projettent tous sur le point origine.

On observe bien le croisement prévu des hyperboles au point commun de XV heu-
res. On voit aussi que les prolongements des 3 lignes de midi se rejoignent au point
O. En tracant les triangles des 3 points midi sur les hyperboles ainsi que sur les
droites équinoxes, on observe qu’ils sont semblables avec leurs cotés paralleles aux
3 fils.

igne MIDI commune

Cette observation se vérifie facilement sur la figure de gauche ou I'on voit le triangle
IJK construit par une certaine hauteur solaire. En faisant varier la hauteur solaire les
triangles restent semblables et se situent dans 'angle IOK.

Cette propriété peut constituer une vérification des calculs et du tracé.

Sur la figure de droite, les orientations des fils 1 et 3 sont symétriques et le fil 2 est
situé au milieu de AC et parallele a Ox (Est-Ouest). Le triangle se réduit alors au
point P. Cette convergence se vérifie tous les jours et toute 'année, mais seulement
a midi. Ce cas est cité par Y. Opizzo sous le nom de méridienne tri filaire

Par exemple :

Fil supérieur a 40 deg. avec D =3
Fil inférieur a -40 deg. avec D = 1.5

3*™ fil 4 0 deg. avec D = 2.25
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Cadran solaire cubique

A partir d’'un cube mis dans la position ou une diagonale et une aréte sont dans un
plan vertical Nord-Sud, on se propose de créer 2 cadrans symetriques.

La solution choisie est la technique du gnomon perpendiculaire au plan

Afin de poser le cube en équilibre le sommet inférieur est tronqué par un plan per-
pendiculaire a la diagonale qui détermine une base triangulaire équilatérale.

Pour faciliter la figure et le calcul des angles de définition des plans des cadrans on
suppose que cet usinage a atteint les diagonales des 3 faces concernées

On obtient un triedre S,ABC.

Le plan SAB devient défini par la droite de base

AB a 30 deg. et la pente Y par sa tangente
N& 1

gy =——=—==+/2
SH 42

2
Y = 54.73 deg.

Il suffit de reprendre les calculs du baton planté
d’équerre a un plan avec Oy parallele a AS et
Ox parallele a SB

Sur la face SAC les graduations d’apres-midi
sont égales et symétriques a celles du matin de
la face a I'est.

La face arriere a regu un cadran simple, la
droite équinoxe est en dessous du pied du
gnomon

En sorte de conclusion, on a vu que tout cadran solaire revient au probléme de projection
d’un point sur une surface appropriée et au tracé du lieu géométrique de cette projection
au cours de la journée et au cours de I'année.
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Pour faciliter le tracé du graphique et son transfert sur la surface on a intérét a
s’intéresser d’abord aux surfaces développables (plans, cylindres, cones, hélicoides)

Les calculs font appel a plusieurs méthodes :

La géométrique avec un cadran polaire fictif :

Faire passer par le point un plan vertical Nord-Sud et tracer dans ce plan, a partir
du point, une droite inclinée de I'angle de latitude par rapport a I'’horizontale. En
général, elle rencontre la surface en un point qui est le sommet d’un cadran dit
polaire parce que la droite est parallele a I'axe de rotation de la terre.

En faisant tourner un plan autour de la droite précédente, on obtient des intersec-
tions avec la surface qui sont des lignes horaires et on calcule dans le plan les
longueurs d’'ombres au cours de I'année en utilisant les angles de déclinaisons.

L’astronomique et mathématique :

Les

On sait calculer a chaque instant de la journée et chaque jour de I'année les an-
gles d’azimut et de hauteur solaire. Ces angles attachés au point déterminent une
droite de I'espace qui rencontre la surface en un point appartenant aux courbes
recherchées. Il est nécessaire que ces angles et la surface soient définis dans un
méme systeme de coordonnées. Ceci conduit en général a traiter le probléme
par des changements de coordonnées a 3 dimensions.

Cette méthode est abstraite et plus complexe que la précédente mais permet de
traiter des cadrans plus originaux

mathématiques supérieures et la géométrie analytique :

Le soleil fabrique des droites qui restent toujours en contact avec une droite
parallele a 'axe du monde. En considérant celles qui sont aussi en contact avec
une courbe de I'espace il apparait une surface réglée dont l'intersection avec une
autre surface engendre des courbes qui peuvent, dans des conditions
particulieres, présenter les propriétés de cadrans solaires.

Bernard Rouxel a ainsi traité le probleme avec des lignes droites pour établir sa
théorie générale des cadrans bifilaires. Il a également montré des solutions ou se
combinent une ligne droite et une hyperbole ou une parabole.
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PARTIE 6b Cadran bifilaire type B. ROUXEL

Ce cadran réveélé en 2007 par Bernard Rouxel est un cas particulier de son étude
générale des cadrans bifilaires.

Le cadran s’établit sur un plan (w) parallele a 'axe de
la terre, I'un des fils est dans un plan vertical Nord-
Sud. Lautre appartient a un plan parallele au
premier fil .et dont la trace Ox sur le plan () doit étre
perpendiculaire a la ligne polaire Oy. Les 2 fils sont
en contact avec la ligne Oy. Ce type de cadran est
indépendant de la latitude. Il suffit que le plan (n) soit
orienté selon la latitude locale (). Il faut un second fil
symétrigue a Uv pour avoir les heures matinales.
Comme le graphique s’étend beaucoup vers I'Est (et
'QOuest), il y a intérét a incliner les 2 plans de
projection.

verticale

On se propose, avec les hypothéses suivantes, de
calculer le croisement des ombres des fils sur le plan

(m)
€ : angle d’inclinaison du plan (wt) par rapport au
plan dont la trace sur le plan horizontal serait orientée
Est-Ouest
o : angle du fil (lu) par rapport a Oy, dans le

plan vertical
B : angle du fil (Jv), dans le plan défini par (Jx) perpendiculaire a Oy et une
droite (I'w) paralléle au fil (lu)

Supposer les fils coupés en A et A’ par un plan paralléle a (w) et noter : IA = a

On trouve les ombres a I'équinoxe en considérant les plans AKB et A'’K'B’
~ perpendiculaires a IJ ou I'angle horaire H détermine les
AL points B et B’ .
Dans le triangle AKB on écrit :

KB AK B AK _ Alxsina
sin H sin(;[— (B - &) cos(H — &) cos(H — &)

_aXsinaXsin H
cos(H —¢)
D’ou I'angle 6 de 'ombre du fil (lu) par :

KB

KB_a-sina>< sinH  tga-sinH
IK a-cosa cos(H—-¢€) cos(H—-¢€)

Pour avoir 'ombre du fil (Jv), on voit bien lidentité
entre les pyramides KAIB et KI'A'B’, mais il faut

V 1y
0 ‘ A calculer JI' dans le triangle JA’' ol I'on connait I'angle
/ B, le coté I'A’ = a et son parallélisme avec. 1A
3 D

é
/\t 7“‘ Du triedre rectangle I'd, I'N, I’A’ on déduit 'angle en I

J @}' I du triangle I'A’J (cas sphérique ou sont connus A, b, c,
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~ /4 /4 . .
formule :cosa =cosb-cosc),etona: cosl'= cos(3+0{)-cos(5—€) =—sina-sin &

Connaissant cet angle, il vient ensuite dans le triangle I'A’J :
a _ /A P Gl it
sin 8 sin(z—fB-1") sin 8

Connaissant I'L'=KB et B'L'=BL=1K, on peut alors calculer 'ombre de JA’ sur
le plan () par :
_IK IK

" JL' JI'+KB

y4

Remarque

La réalisation du cadran peut conduire a remplacer le fil JA’ par un triangle opaque MJA’ ou
l'on aurait :

MA'=JN = JI'cos&

MR =JI"siné€+a-sinx

JR=a-cosc

JR coso
MR  sine-sin(z—fB-1")

sin

L’angle de pente JMR se définirait par : thMR =

+sina

MA'_ MA'cos JMR
MR

L’angle au sommet MJA' par : thfA'z

Cette figure est la vraie grandeur sur le plan (z).
(D1) _ (D2) Le point P correspond a une certaine heure et on

M B' recherche ses coordonnées dans les axes Jy et Jx
P k

Les équations des droites sont :
y(Dl)=tgp-x—d

y(D2)=1gy-x

Dont les solutions donnent les coordonnées :

Y p——
1gp—1gy
d d-t
y(P)= = 87
tgl_l gp—1gy
gy

BL
8¢ _ L

:£ valeur indépendante
/ gy BL L
JL'

de BL donc si on remplace les valeurs
€égales BL et B’L’ par des valeurs
guelconques mais égales comme CL et
C’L’ 'ordonnée y du point de rencontre
des droites (D1), (D2) reste constante.
C’est précisément ce qui se produit
lorsque I'on prend en considération les
déclinaisons dans les 2 sens.

En effet, quel que soit le moment de
'année les rayons solaires a I'heure H
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restent dans un méme plan paralléle a IK qui coupe le plan (r) suivant LB
La déclinaison (8) améne ainsi le point B en B1 et on se trouve bien dans le cas
géométrique précédent.

Donc toutes les lignes horaires sont des droites paralléles a Jx (c'est-a-dire
perpendiculaires a Oy)

Calculs :

Déterminer les valeurs des angles ¢ et y a I'équinoxe
Déterminer les valeurs constantes de y(P)

Les valeurs de x(P) a I'équinoxe par x(P) = LP)

18y
Pour les valeurs de x(P) sous déclinaison, calculer I'effet de la déclinaison sur I'angle
(y) et calculer x(P) comme précédemment
AB KB

BB1=AB-tgd, avec AB calculé dans le triangle AKB par : =— o
sin

. T
sm(——¢&
(2 )

_aXsinaxsin H o COSE _ a-sin@-cosé€

AB _ =
cos(H —¢€) sin H cos(H —¢€)
: IK £ AB 186
L'angle yse calcule par :  1gy = —

25/12/2009

Considérations théoriques et pratiques sur les cadrans bifilaires a plan quelconque

Pour que le croisement des ombres de 2 lignes droites sur un plan constitue un cadran
solaire, il faut (et il suffit) que les droites soient paralleles au plan mais non
concourantes ou paralleles entre elles.
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Il est toujours possible de construire des plans paralléles a 2 droites quelconques de
l'espace. En effet, il suffit de tracer a partir d’'un point de la premiére une droite
paralléle a la seconde et ces 2 droites engendrent un plan (rn) et tous les plans (P) qui
lui sont paralléles répondent a la propriété.

Etant donnés 2 droites et un plan ayant les propriétés précédentes, il est en général
possible de construire une droite d’orientation définie et qui posséde un point de
contact avec chacune des droites. Donc en particulier on s’intéresse a une droite qui
serait parallele a I'axe du monde et qui rencontrerait le plan en un point S. Ce qui
suppose une inclinaison modérée du plan pour éviter la fuite du point S vers l'infini.

On déemontre alors facilement que les points d’'ombres croisées se trouvent sur des
lignes horaires qui convergent toutes au point S.

Le plan qui contient les rayons solaires pivote autour de SAB, a une certaine heure ce
plan coupe le plan (w) suivant la droite Sx et le point P est donné par les ombres A’P et
B’P paralléles a chaque droites.

Si on considére une déclinaison nouvelle on obtient le point P’ et par les propriétés
d’homothétie il est connu que P’ appartient a la droite SP. On note qu’en échangeant
les positions des droites la ligne horaire Sh passe de l'autre c6té de Sx mais qu’elle ne
serait pas symétrique par rapport a Sx.

Donc les bifilaires quelconques donnent des graphiques analogues a ceux des cadrans
classiques avec des lignes horaires droites et des lignes diurnes hyperboliques avec
une ligne droite aux équinoxes. Cependant ils sont plus compliqués a calculer et a
réaliser.

Recherche du point S

Comme les droites sont paralléles au plan du cadran, leur perpendiculaire commune
(appelée aussi plus courte distance) est perpendiculaire au plan et a priori on a intérét a
prendre cette référence plutdét que la droite polaire également en contact avec les 2
droites. On définit alors un triédre de référence dont 'axe Oz est cette perpendiculaire
commune et les axes Ox , Oy sont dessinés sur le plan avec de préférence Oy dirigé
vers le Nord.
Dans ce systéme l'orientation d’une droite polaire se définit par ses cosinus directeurs.
C'est-a-dire la direction d’'un segment OJ de longueur unitaire placé a I'origine et dont
les coordonnées a, b, ¢ de I'extrémité J sont appelées cosinus directeurs.
Pour simplifier la figure la droite (D2) se trouve sur la face du parallélépipéde qui
contient OJ, mais dans les calculs on notera :

OA=letAB=d
Pour arriver au point S, on construit AA’ parallele a OJ et BB’ paralléle a OJ
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La droite (D2) et AA’ forment un plan dont la trace sur Oxy est A’S. De méme a partir du
point B le plan de (D1) et BB’ donne la trace B’S sur le plan Oxy

L’intersection des 2 plans qui contiennent
chacun leur droite et qui sont paralléles a la
direction OJ est donc la droite recherchée
en contact avec les 2 droites.
Les coordonnées de S se calculent aprés
les valeurs de OA’, A’'B’ et A’S

oa=04_ L

tgd gl
_AB_ d

tgd gl
Dans le triangle A'B’S :

A'B A'S
sinfed+ f) sin(r—a-1y%)
AS = d s1n.(7z—04—7)
tgd sin(a+ f)

d’ou les coordonnées de S :

A'B'

d’ou

xS_l-cos7+d-cos,8.sin(ﬂ—a—7)
g6 g6 sin(a + )
yS:l's1n7+d-s1n,6‘s1n.(7£—a—7)
tg0 tg0 sin(a + f3)
o Cl+d
SM et SN se calculent par : SM = AA'= SN = BB'=

sin @ sin @
Dans le cas particulier du bifilaire sur plan horizontal :

Oy est orientée au Nord, 'angle 6 devient I'angle ¢ de latitude locale, I'angle y = 90 deg.

xS:d'cos.,B'cosa 45 = 1 ‘(l_i_d'?lnﬁ-cosa)
tg@-sin(a + B) tg@ sin(a + f3)
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Recherche des lignes horaires et de la droite équinoxe

a angle d'équinoxe

Pour étudier sur un plan quelconque, on reprend la définition du plan identique a celle
du cas de 'ombre d’un mat perpendiculaire au plan ( voir p ;8 de part. 6)

Oy est la trace de lintersection du plan par un plan vertical Nord-Sud
Ox , sur le plan est perpendiculaire a Oy.
Donc 'angle v de la figure précédente devient /2 et 'angle 6 devient 'angle de latitude
minoré de l'inclinaison A de la ligne d’intersection par rapport a I'’horizontale (SC sur la
figure ci-contre)
A se calcule par tgA =sin fXx1tgy

Calcul de I'angle d’équinoxe :

Utiliser le triedre rectangle D,S, N, E ou sont connus

A=m/2,
C, angle diédre entre le plan et le vertical Nord-Sud se calcule par la formule indiquée
dans la part 6, soit : C =z —arccos(cos - sin y)

b complément de (¢ - A)

Par application de formule trigo sphérique, on obtient I'angle d’équinoxe :

V4
tgb tg(z - ¢ + /1)

tga = = —

cosC cosC
A partir de SM et SN, calculer SL et SR :a la position d’équinoxe

SM l

SL = =—

cos(@—A) sin(@—A)-cos(p—A)

_SN-SM d

" cos(@—A)  sin(@—A)-cos(p—A)
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Tracer la figure dans le plan avec les 2 lignes équinoxe en R et L.

A une certaine heure calculer 'angle de cadran 6h qui conduit au triangle ABC et a la droite
SC qui donne I'angle 6fil qui peut étre calculé

Quand les angles a et p donnent un dessin de dimensions acceptables, tracer SF // a BC et
SE //a AC. La droite EF est la ligne équinoxe du graphique bifilaire

Nord
A
A
D
C
E 0
B a
0
Les angles du triangle ABC sont connus :

CA=a+,b’—>1§=§—0h—a—>A=§+9h—,b’

En résolvant 3 triangles, on arrive a I'angle qu’il faut ajouter ou retirer a 6h pour avoir
ofil

ADB donne AB

ABC donne AC

SAC donne l'angle en S

Noter que sur les droites SE et SF les lignes horaires du cadran et du bifilaire sont
confondues. Pour le cas de figure on voit qu’a I'intérieur de I'angle ESF la ligne bifilaire
est décalée vers la droite par rapport a celle du cadran et que c’est l'inverse en de¢a du
point E et au-dela du point F.

Recherche des lignes diurnes

A moins d'erreurs de calcul, on a donc réussi a tracer la ligne équinoxe et les lignes
horaires du bifilaire. Le calcul des longueurs d’'ombre pour tracer les lignes diurnes est
possible mais laborieux.

Heureusement le dessin montre des propriétés intéressantes qui vont permettre de
tracer le graphique bifilaire a partir du graphique du cadran polaire.

Supposer tracées les lignes horaires et les 2 lignes équinoxe du cadran polaire

Le tracé de la ligne équinoxe du bifilaire a été vu précédemment
En tragant le triangle ABC sur chaque ligne horaire, les droites CS sont les lignes
horaires du bifilaire.

On observe que la ligne équinoxe du graphique bifilaire peut se déduire de celle du
graphique polaire inférieur en partant du point B sur la ligne (h) du cadran polaire en
tracant une paralléle d’angle o qui coupe la ligne horaire de méme heure (h) du bifilaire
en un point C

Cette propriété se conserve pour les lignes diurnes hyperboliques
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Nord

heure (h) cadran polaire

\ ligne équinoxe bifilaire

\

hiver fil bas |

ligne équinoxe fil bas
heure (h) bifilaire

até fil bas

Ayant tracé les lignes horaires du cadran polaire et du bifilaire ainsi que le graphique du
cadran polaire correspondant au fil inférieur. Utiliser I'angle du fil inférieur pour tracer
les paralleles AA’, BB’, CC’ a partir de la ligne horaire (h) du cadran polaire. Les points
A’, B, C’' de rencontre avec la méme ligne horaire du bifilaire appartiennent a son
graphique.

Comment traiter les cas différents ?

Les considérations précédentes ont traité les cas de plans pas trop inclinés sur
I'horizontale et relativement bien orientés vers le Sud.. Quand le plan se rapproche de
la verticalité, la théorie se conserve et peut se traiter comme précédemment en se
rattachant au cadran polaire vertical.

Les cas impossibles a traiter sont les plans d’inclinaisons proches de celle de I'axe du
monde qui rejettent le point S vers l'infini en dehors de I'épure.

Le cas simple du bifilaire orthogonal Est-Ouest sur plan horizontal et dont la plus courte
distance des fils est perpendiculaire au plan résiste aussi a cette théorie.

En dehors des cas particuliers de plan horizontaux et verticaux qui sont traités par
géométrie et calculs assez simples, la solution la plus générale est probablement
I'utilisation des azimuts et hauteurs solaires appliqués a un mat planté d’équerre sur un
plan quelconque.

Cas patrticulier du bifilaire sur un plan contenant une droite paralléle a 'axe du monde

Considérer un plan incliné latéralement d’'un angle ¢ (inférieur a 90 deg.) autour d’'un
axe de latitude et un mat planté perpendiculaire au plan pour définir les distances des
fils.

¢ : angle d’orientation du plan mesuré dans un plan perpendiculaire a 1J

0 : angle de latitude

OA =1

AB=d
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Dans le triedre de sommet | calculer les angles utiles a la construction du support

cosy=cos¢-sin(§—¢) =Cos¢@-Ccos @

toa = tiqﬁ _ {g¢

cos(a—qo) sin @
tg,3=sin¢-tg(£—¢’)=M
2 189

Comme le plan contient |IJ axe du monde, ,
pour un angle horaire H 'ombre d’'un point B
se déplace sur une ligne B1B2 parallele a 1J
dont I'amplitude dépend de la déclinaison &

horich OD =O0B -tg(¢+H)
OB
Est DB=—"—

cos(@ + H )

OB -tgd
cos(p+ FI)

Les points A et B ont des ombres qui se
déplacent sur des paralleles a IJ

DBl1=DB 136 =

/ Pour chaque heure, déterminer les lignes
d’ombre des point B et A (distance OD et
Od) et les amplitudes de la déclinaison (DB
et db).

Tracer les paralléles aux fils pour avoir les
points P qui donnent des droites horaires
paralleles entre elles, et une droite
équinoxe passant toujours par point O.
L’orientation des lignes horaires dépend des orientations des
fils.

Le graphique est indépendant de la latitude. Il suffit de bien
b orienter le plan par rapport a 'axe du monde.
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