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Gnomonique vectorielle©

Par ANTONIO DE VICENTE CANDEIRA
Docteur Ingénieur Naval

L’association des amis des cadrans solaires a publié dans son bulletin "Analema" une série d’articles de A. de Vicente
sous le titre GNOMONIQUE VECTORIELLE, articles qui sont maintenant regroupés dans ce tiré & part, réédités
et corrigés par son auteur.

Comprenons que la présentation de cette méthode vectorielle par le calcul mathématique de toutes les variables et
paramétres qui définissent un cadran solaire constitue une nouveauté absolue, et que jusqu’a cette heure il ne s’est
élaboré aucune autre méthode de calcul qui résume et synthétise toutes les formules et développements numériques
nécessaires au tracé des lignes horaires, des courbes de hauteur, des arcs diurnes, des heures d’ensoleillement et de
lever et de coucher, et, en général de toutes les lignes et graphiques nécessaires a la construction de n’importe quel
type de cadran solaire (en orientation et en position quelconque). Cette méthode a été développée a l'aide d’un
logiciel.



INTRODUCTION

Mouvement de ’ombre

L’étude et le calcul des cadrans solaires, sont basés sur le mouvement apparent du soleil par rapport a la Terre et
dont un rayon solaire, passant par I’extrémité d’un style, en respectant certaines conditions, tombe en un point P
d’une surface S situé en un certain lieu géographique H. On étudie, par conséquent :

— Le vecteur Rayon Solaire, ’Angle Horaire et la déclinaison du soleil

— Le style et ses coordonnées

— La surface (S), normalement un plan défini par son vecteur AH

— Le point P, issue du Rayon Solaire interceptant la surface (S), exprimé par le vecteur horaire PH , base fondamentale
de la gnomonique vectorielle

— Les lignes horaires babyloniques, italiques et sidérales

— Quelques éléments de gnomonique

Avec ce systéme vectoriel, on peut calculer un cadran plan quelconque avec un style quelconque, se basant sur les
six triédres orthogonaux et les neufs coefficients de base, pour lesquels les uniques variables, tant dans les formules
vectorielles qu’algébriques, sont I’Angle Horaire et la déclinaison du soleil ; et en tenant compte dans ce cas, que les
vecteurs Rayon Solaire et Plan de Base, sont seulement fonction des coefficients cités puis que le vecteur horaire est
fonction de dix coefficients et des coordonnées du style.

Mais si ce dernier est un vecteur paralléle & ’axe Terrestre ou normal au plan, le vecteur horaire et le reste des
derniers éléments du cadran, sont fonction des coeflicients déja mentionnés et dans ce cas aussi de la position de
I’autre point géographique K, par rapport & H.
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Chapitre 1

Triédres de base

L’étude de la gnomonique commence mathématiquement & travers la géométrie, pour glisser doucement, au fur et
4 mesure que 'on progresse, vers la trigonométrie, ’algébre, ’analyse, etc. En apparence, de l'utilisation du calcul
vectoriel se détache 1’étude de la mécanique rationnelle c’est-a-dire ’étude du mouvement. La gnomonique étant
le mouvement d’une ombre (qui n’a pas de masse et par conséquent ne consomme pas d’énergie), la cinématique
vectorielle facilite son développement de facon remarquable, s’appuyant sur une série de triédres orthogonaux et de
neuf coefficients qui apparaissent dans toutes les formules vectorielles et algébriques, et qui seront étudiée par la
suite.

1.1 Triédres de base

La matérialisation d’un espace géométrique peut se représenter physiquement au moyen d’un triédre orthogonal et
puisque les éléments gnomoniques appartiennent & des espaces distincts, un ensemble de triédres convenablement
reliés entre eux, permet de rapporter & un triédre donné, les composantes des autres triédres a ’aide d’un changement
d’axe. C’est une des méthodes qui s’appliquera dans le développement de la gnomonique vectorielle.

Dans ce qui suit, on décrit cinq triédres de base, et leurs relations a travers divers vecteurs.

1.1.1 Triédre de base (0)

Il représente I’espace gnomonique fixe, ou le Soleil et la Terre, déﬁgi)ssent le plan méridien Yy = 0, et le plan équatorial
Zy = 0. Les vecteurs de rotation fj_o)é’ (déclinaison du soleil) et —koy’ (angle horaire) sont respectivement les vecteurs
de base des triedres (1) et (2). Ses axes sont par conséquent : fig. (1.1) et fig. (1.2)

— Axe XoH — Intersection du plan méridien déja cité, avec le plan équatorial céleste

— Axe YgH — Normal a 'axe XoH et est dans le plan équatorial

— Axe ZpH — Axe de la sphére céleste

1.1.2 Triédre (1)

Généré par le vecteur de rotation —,;5’ , défini dans le repére Soleil-Terre, son mouvement relatif est compris entre les

limites £23°27', dont le vecteur de base du vecteur Rayon solaire est SH = —i1. Les axes sont donnés par : fig (1.1)
— Axe X1 H - ligne Soleil-Terre

— Axe Y1 H — coincide avec axe Yo H

— Axe Z1H — normal aux axes précédents

1.1.3 Triédre (2)

—

La rotation a partir du vecteur ko¢’ crée ce triédre, dont le repére est celui de la sphére Locale, dans lequel le point

géographique H, repéré par ses coordonnées « (latitude) et A (longitude), a pour coordonnées ¢pi et ol A\pi est la
—

différence de longitude entre les points H et K. Le vecteur de rotation iz’ en est un vecteur de base. Fig. (1.2) et

fig. (1.3).



— Axe XoH - Rotation de 'axe XoH de 'angle ¢ dans le plan équatorial. Origine de la longitude A
— Axe Y2 H — Rotation de axe Yy H de I'angle ¢ dans le plan équatorial.
— Axe ZyH — Axe de la Terre. Coincide avec ’axe de la sphére céleste.

1.1.4 Triedre (3)

N
Celui-ci est généré en appliquant le vecteur de rotation s’ au triedre (2) qui est le repére dans lequel se trouve le

point géographique H ; le vecteur de rotation /?37’ (déclinaison gnomonique) est vecteur de base du repére. Ses axes
sont les suivants : fig. (1.1), fig. (1.2) et fig. (1.3)

— Axe X3H — Coincide avec ’axe XoH. Le sens positif indique 'ouest

— Axe Y3H - Rotation de 'axe Yo H de Pangle (90° — «). Le sens positif indique le sud

— Axe Z3H - Rotation de axe ZoH de langle (90° — «). Le sens positif coincide avec la verticale du lieu

1.1.5 Triédre (A)

Le repére de ce triedre correspond, dans le triédre (3), & ’orientation du plan (A) (Z, = 0), comme repére du cadran.
Il est défini par son vecteur FI o = If_; au moyen des vecteurs de rotation ]f_g)’)/’ (déclinaison gnomonique) et zi’
(inclinaison), et dont ce dernier s’applique sur I’axe X,H du nouveau triédre. Le vecteur de rotation k—;(b' est en
méme temps le vecteur de base. Ses axes sont : fig. (1.3)

— Axe X,H — Trace du plan horizontal Z3 = 0 avec le plan Z, =0

— Axe Y, H — Normal & l’axe précédent dans le plan (A)

— Axe Z,H — Normal au plan (A)

1.1.6 Triédre (B)

Avec le méme repére que précédemment, le triedre (B) est tel que si ¢ = ¢, (qui se calculera ultérieurement), alors
I'axe Y, H est paralléle ou coincide avec 'axe de symétrie du cadran et en plus facilite ’étude de certains types de
cadran. Le vecteur de rotation —i_z:\I/ (angle d’élévation du style) est vecteur de base du repére. Ses axes sont les
suivants : fig. (1.3)

— Axe X,H — Rotation de I'axe X, H de I’angle ¢ dans le plan Z, =0

— Axe Y3, H — Rotation de 'axe Y, H de 'angle ¢ dans le plan Z, =0

— Axe ZyH — Coincide avec axe Z,H

1.2 Vecteurs de base, Angle horaire

Tel que cela a été décrit dans les paragraphes précédents, quatre vecteurs fonction du temps ont été jusqu’a présent
présentés : I’angle horaire et la déclinaison du soleil, qui sont des fonctions directes du temps, qui s’étudieront par la
suite, et le Rayon solaire et le vecteur Horaire qui le sont & travers les deux précédents.
"L’angle horaire" est généré par le vecteur Emp’ dont la valeur est donnée par :
(A-1) ¢ = 360" /24", (Degrés / Heure)=Vitesse angulaire de rotation de la Terre = C*¢
(A-2) ¢ =15¢t+ C ou t est le temps se référant au point géographique H ou au point K, selon le cas & étudier.
Le calcul de C s’effectue de la fagon suivante prenant en compte :
1. lorigine de I’Angle Horaire se trouve par définition sur 'axe X0 : fig. (1.1) et (1.2)
2. les 12" du point géographique K coincide avec 'angle w12 = 270 ° + ¢ du point géographique H ; avec
eux s’établit la relation @rr = Ap — Ak

(A-3) 270° + @pr = 15 x 12 4+ C et par conséquent, a la formule finale :
(A-4) o = 15t; + pnr +90° : "Angle horaire" du point H, avec I’heure de K.
Si l'on désire I'heure de K en H, avec avance / retard (fuseau horaire), on ajoute a l'angle ¢y le terme £157, ou T
est le nombre entier qui défini le fuseau a partir du point géographique H.
La valeur de la constante C' est fonction de l'origine de I’Angle Horaire pour lequel, en variant la dite origine, nous
avons aussi C. Tel est le cas des heures gnomoniques Babyloniques et Italiques, qui s’étudieront en temps voulu.

Quand & la déclinaison solaire, fonction complexe et dépendant du jour, elle ne sera pas calculé dans cette étude,
mais se trouvera tabulée dans n’importe quel traité d’astronomie.



1.3 Résumé des Vecteurs de base et des autres Vecteurs

Indépendamment des vecteurs de base 4, j, k qui définissent le sens des axes principaux de chaque triédre, ceux qui
suivent sont propres & la gnomonique vectorielle :

2)

)

Le vecteur unitaire "Rayon solaire" SH = —i1. Son origine se trouve dans le Triedre (1). Il est fonction de la
"Déclinaison" du soleil J, de I’Angle Horaire ¢ et dans les triedres (3), (A) et (B), il est fonction des angles
«, i, v, & travers 9 paramétres, dénommés "coefficients trigonométriques de position" d’abréviation "c.t.p", ou
"Coefficients", qui seront définis dans le prochain chapitre

Le vecteur "Déclinaison du soleil" jod’ appliqué dans le triedre (0), défini le mouvement apparent du soleil. C’est
une fonction du temps

Le vecteur "Angle Horaire" —l;oga’ . Placé dans le triedre (0), c’est une fonction linéaire du temps. Son origine est
laxe XoH

Le vecteur de rotation "Latitude Géographique" ip est situé dans le triedre (2), avec o’ = 0 et par conséquent
a=(Cte

Le vecteur de rotation "Longitude Géographique" k2 X'. Comme le vecteur précédent, il se trouve dans le triédre
(2) et on vérifie que A = C*®

- e
Le vecteur de rotation "Déclinaison gnomonique" k3. Sur le triedre (3), il défini 'angle du vecteur unitaire AH
sur le plan horizontal Z3 = 0. Similaire aux cas d) et e), v = C%

- —_—
Le vecteur de rotation "Inclinaison” i,i’. Situé dans le triedre (A), il indique ’élévation du vecteur unitaire AH
sur le plan horizontal passant par H. Par conséquent i = C'*©

Le vecteur "Elévation du Style" —1, U’ indique Délévation du Style. Comme vecteur de rotation ¥ = C*¢
Le vecteur kq¢' correspond a la rotation du triedre (B) sur le triédre (A)

— -
Le vecteur unitaire du plan de base AH = k,. On défini sa position dans n’importe quel triédre. 11 est fonction
des angles «, ¢, et v au travers des "c.t.p."

—_—
Le vecteur "Style" PyH. Il s’exprime dans n’importe quel triédre au moyen de ses coordonnées cartésiennes P,,
P, et P, par les angles ¢, et ¥ ou par les différents "c.t.p."

—_—
Le vecteur "Horaire" PH. Il défini le lieu géométrique du point P, et en vérifiant diverses conditions il est fonction
de la déclinaison du soleil, de I’angle horaire et des "c.t.p.".

Dans ce qui vient d’étre exposé, nous avons défini 3 vecteurs de base, 6 vecteurs de rotation de valeur angulaire C*®
et trois variables supplémentaires.
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Chapitre 2

Equation du rayon solaire et coefficients de
base

2.1 Equation du rayon solaire et les "c.t.p."

— —
On a défini le "Rayon solaire" dans le chapitre précédent au moyen du vecteur SH; = —i;. En le projetant succes-
sivement sur les triedres (2), (3), (A) et (B) on arrive dans le triedre (B) a I’équation vectorielle :

77 - - 7
(2.1) (SH)p = isUs + js Vi + ks W
dont les coordonnées sont :

Uy, = (—bsin ¢ + ncos @) sin p cos d + (asin g — mcos ¢) cos ¢ cosd + (j sin ¢ + h cos ¢) sin &
(2.2) Vi = (—nsing — beos ¢) sinp cos § + (msin ¢ + a cos @) cos p cos § + (—hsin ¢ + j cos @) sin &
Wy, = —csingcos§ — dcos¢pcosd — fsind

Les neufs coefficients de ces formules, appelés «Coefficients Trigonométriques de position», en abrégé "c.t.p.", se
trouvent dans toutes les formules de la gnomonique vectorielle, comme uniques coefficients dans les variables vecto-
rielles ou algébriques. Leurs valeurs en fonction des angles «, v, ¢ sont exprimées par :

a = —sinicosy J = cos asin ¢ sin 7y + sin « cos ¢

b= —sinasinisin~y 4 cos acosi c = —sinacosisiny — cosasing
(2.3) m = sin -y d = cosicosy

n = —sin o cos~y f = —cosacosisiny + sinasing

h = —cosacos~y

Dans le cas o le vecteur "Rayon solaire" est situé dans le triedre (A), cas le plus courant en gnomonique, il doit
remplir la condition ¢ = 0; si on est dans le triédre (3), les "c.t.p." doivent en plus vérifier que les angles i =~y =90".
Et pour finir, dans le triedre (2), i = v = a = 90~ . Dans le premier cas (triédre (A)), 'expression du vecteur et de
ses coordonnées sont respectivement :

U, =nsinpcosd —mcospcosd + hsind
(2.5) V, = —bsinpcosd + acosp cosd + jsind
W, = —csingpcosd — dcospcosd — fsind

Les relations entre les coefficients "c.t.p." se déterminent en appliquant trois théorémes vectoriels sur les équations

de passage entre les triedres (2) et (A), qui ont la particularité d’étre seulement fonction de ces coefficients "c.t.p.",
propriété qui sera souvent utilisé. En projetant le vecteur d’un triédre a 'autre (on omettra les détails de ce calcul),



on trouve les formules suivantes :

!
1

.am - jaa + Ead

12 =1
(2.6) Jo = ian — jub — kac
2 = _iah - jaj + kaf
Za = ggm —|—52n — Egh
(2.7) Jo = —i2a — job — kaj

!

o = sz—jzc-i-]%f

De ces équations on en déduit :

1. Chaque vecteur d’un triédre est défini dans un autre triédre par trois "c.t.p." qui & leur tour sont des cosinus
directeurs; la somme de leurs carrés est égale & 'unité. En 'appliquant & ces deux triédres, on a :

m2 +a® +d2 =1 m2 +n? +h? =1
(2.8) n? 4% +2 =1 a? 4+ 452 =1
% 452 +f? =1 2 4+ 42 =1

2. Le produit scalaire des deux vecteurs est nul, c’est-a-dire i -fg = 0, etc., par conséquent, :

—-mn —ab 4cd =0 —ma —mb +hj =0
(2.9) nh —-bj H4cf =0 ad —bc  +jf =0
—mh 4aj +df =0 —md +4+nc +hf =0

3. Le produit vectoriel de deux vecteurs du repére de base est égal au troisiéme. Son équation est :

-

. . N N ;a ja ka . . o
(2.10) g Njo=ko clest-a-dire: ko=|m —a d |=—ich—jaj+kaof
n —-b c

En appliquant la formule précédente aux autres vecteurs restant du repéres de base des triedres (2) et (A), on arrive,
en double, aux expressions suivantes :

a=nf—ch j=—mc—nd
b=—mf—dh c=—ah —mj

(2.11) m=—bf —cj d= —bh —nj
n=af —dj f=an—bm
h = —ac—bd

On peut aussi déduire de la méme fagon le calcul de chacun d’eux & partir des relations suivantes :

_od 1 Ob 1 95 1 0% f
G_E_sinaaiv__cosa%_cosa8i87
b_aj_ dc
T da 00
1 0a 1 On 1 od 1 0Oh
_E%_Sina%__@a_cosaaiv
1 9c  Oh . 1 05
_cosi%_ da anaaa
(2.12) po L of on
cosi 0y  Oa
. ob  Of
IS 5 b
_ob  Of
‘T 9 oa
d= da 1 9f 1 oc
T8 cosa@ifyisinaaify
_0Oc 0y
T oo Di

En résumé, on a 21 relations algébriques reliées entre elles et aux 9 "c.t.p.", ce qui facilite notablement le calcul
gnomonique, et 24 dérivées partielles.
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2.2 Représentation graphique

Le triangle de position, fig. (2.1), est défini par les sommets suivants :

— PN : pole nord, zénith du triédre (2), de coordonnées (0,0,1), ; vecteur unitaire ks

— Z : zénith du point géographique H du triédre (3), de coordonnées (0,0, 1), ; vecteur unitaire ks

— A : zénith du triedre (A), de coordonnées (0,0,1),, les cotés du triangle de position étant PN-Z= (90" — «) et
Z-A= (90" —i); le vecteur unitaire k,

— A-PN= (90" — ¥q) (ou ¥q est ’angle complémentaire du co6té A-PN)

h
Pareillement on connait les angles Z = (90" — ) et A = ¢, (donné par tan¢, = ——).
J

En prolongeant les cotés PN-Z et A-Z respectivement, avec les valeurs angulaires « et 4, on construit trois triangles
numérotés (2), (3) et (4), avec les sommets @ (0, —1,0), et S (0, 1,0),. Ces triangles forment le quadrilatére sphérique
PN-Q-S-A appelé K, dont les diagonales sont égales 4 90 ° | et qui jouit des propriétés suivantes :

1. En calculant les cotés du quadrilatére K par 'intermédiaire des triangles cités précédemment, on arrive au
résultat suivant :

cosPNQ = Les cosinus des cotes du quadrilatére
(2.13) cos@QS=0b K coincident avec la valeur
’ cosSA=—c  de 4 coefficents "c.t.p."

cosAPN = f

2. Les hauteurs correspondant aux triangles (2) et (3) (qui coincident avec les distances mesurée depuis les
sommets du quadrilatére K a ses diagonales), ont les valeurs suivantes, données par ses sinus :

sin PN PN = —h
(2.14) sin@Q @1 = —a Les sinus des hauteurs des triangles (2) et (3)
’ sinS S, =—n sont, égaux a 4 coefficents "c.t.p."

sinAA; =d

Pour résumer, les expressions mathématiques des "c.t.p." peuvent se diviser en trois groupes :
1. Un roupe bindéme formé par les b, ¢, j et f; ils sont fonctions des angles «, 7, ¢
2. Un groupe mondéme avec les a, n, h et d; ils sont fonction des angles «, v ou i, y

n

3. Un groupe monoparamétre qui appartient au "c.t.p." m, fonction uniquement de ’angle ~

En développant les divers chapitres de la "Gnomonique Vectorielle”, il apparaitra d’autres groupes, formés norma-
lement de trois "c.t.p.", définissant chacun d’eux, les coordonnées des vecteurs, les équations, les éléments de base;
par exemple le groupe "h, j, f", apparait comme les coordonnées uniques du vecteur "Style paralléle & I’axe de la
Terre" et en ses corollaires. Les relations existantes entre les divers "c.t.p." et les angles des quatre triangles déja
cités ne seront pas considérées dans cette étude.

2.3 Annexe — Passer d’un triédre & un autre, en changeant les angles «,
1, 7 dans les "c.t.p."

étant donné les équations (2.6) et (2.7) :

;2 :famffaa+l§ad Za :ngﬁ*jgnflzgh
J2 = ian — jab — kac Ja = —iza — job — kaj
2 = —igh — joj + ko f kq = iad — joc+ ko f

on calcule les vecteurs de n’importe quel triédre en fonction de certaines valeurs prises par les angles «, i, v de la
facon suivante : Par exemple :
— A partir des formules (2.6) et (2.7) :

1. Ky = —igh — jaj + kq. Du triedre (2) au triedre (A)
2. Siy=1i=090". Du triedre (2) au triedre (3), ka = —j3 cos a + ks sin «
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3. Si o =90". Du triédre (3) au triedre (A), ky = ks = —j, cosi 4 kg sini

4. Siy=i=a=290". Du triédre (2) au triedre (2), ko = k2

ko = iad — joc + ko f. Du triedre (A) au triedre (2)

Siy=i=90". Du triedre (3) au triedre (2), kq = k3 = jo cos @ + kg sin o

Si a=90". Du triedre (A) au triedre (3), ko = i3 cos i cosy + j3 cosisin~y + ks sin i
Siy=1i=a=90". Du triedre (A) au triedre (A), ko = kg

Ll A

2.4 Figures
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Chapitre 3

Plan de base et style du cadran

3.1 Base du cadran solaire

Dans le chapitre I on a défini le plan de base comme étant Z, = 0 & partir du vecteur AH et dont I’équation dans
les triedres (A), (B) et (2) est respectivement, fig. (3.1) :

(3.1) AHy, = AH, = ky = ky
(3.2) Ay = iad — foc+ Faf
3.2 Style

Le style est un vecteur situé dans un triédre quelconque en un point géographique H ayant pour origine le point H
et pour extrémité le point Py par ou passe le "Rayon Solaire" tombant en P sur le plan de Base. Ce vecteur a pour
équation :

— - - -
(3.3) PoH =iP, + jP, + kP,
On exprime aussi ce vecteur dans les triedres (A) et (B) & travers les angles ¢ (lequel est défini par 'axe Y, H et la

sous-stylaire Y, H et ¥ (hauteur du style sur le plan horizontal). Fig. (3.2).

3.2.1 Calcul des angles ¢ et ¥

- —_—
En projetant le vecteur k, A (PoyH),, normal a la sous-stylaire, sur les axes X,H et Y,H du triedre (A), et en
cherchant son quotient on arrive a ’équation suivante :

0 0 1
an Pya Pza
(34) tan ¢ = A—>H)a/\(lﬁ{)a {a_ 1 0 :_Pa:a
AH)y N (PoH)q - 14 0 1 Pya
an Pya Pza
1 0 0

3.2.2 Style paralléle a ’axe de la Terre (vecteur k; ou —ks)

3.2.2.1 Triédre (A)

Il convient de souligner que la direction du style posséde deux sens définis par les vecteurs ko et —ks composant
respectivement le nord et le sud et dont les équations vectorielles sont : fig. (3.3)

(3.5) (PoH)o = ko = —igh — juj + ko f
(3.6) (PoH)q = —ky = igh+ jaj — ko f
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Le point P doit étre situé sur le plan de base de sorte que, d’aprés les formules précédentes, si P, = f > 0, alors
Py se trouve sur ks et si P,, = f < 0, alors il devrait étre sur —ko. Dans le cas ou f = 0, le plan de base est paralléle
a Paxe de la Terre d’aprés (3.2), et il faudra effectuer un calcul pour résoudre ce cas (cas du cadran polaire). On en
déduit de plus que :

(3.7 sinW = f

La valeur de langle ¢ = ¢, correspond & I’angle entre la ligne de plus grande pente du plan (A) (axe Y, H) et la
sous-stylaire (axe Y, H), d’ou :

h
(3.8) tan ¢, = ~

3.2.2.2 Triédre (B) — Détermination du style

Les équations du style se déterminent par projection des vecteurs du Triedre (A), donnés par les formules (3.5) et
(3.6), sur le triedre (B), d’aprés les formules de changement d’axe :

Ty = z?bcos¢—jbsin¢
(3.9) Ju = ipsing + jp,cos ¢

—

ko = kp

C’est-a-dire :

(3.10) (PoH), = ko = —ip(jsin g + hcos @) + ju(hsin g — j cos ) + kyf (avec [>0)
(3.11) (PoH), = —ky = ip(jsin ¢ + hcos @) — jp(hsin g — j cos ¢) — Ky f (avec £<0)

L’utilisation de (3.4) est immédiate. Si ¢ = @, alors le triedre (A) devient le triedre (B,) d’axe Y, H, maintenant la
sous-stylaire, et axe de symétrie du cadran. Pour finir, les formules du style se transforment de la facon suivante en
tenant compte de ’égalité (2.8) : h2 + 52+ f2 =1

(3.12) (PoH)» = —js/1— f2+kof  (avec £0)
(3.13) (PoH)y = —jsv/T— f2—kpf  (avec £<0)

Comme dans le cas précédent, si f = 0 alors il faut effectuer le calcul.

3.2.3 Style normal au plan de base

L’équation du style perpendiculaire au plan du cadran dans les triedres (A), (B) et (2) est respectivement :

— — ..

(3.14) (PoH)o = (PoH )y = ka =k
e — - - -

(3.15) (PoH)2 = (AH)2 = i2d — jac + ko f
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3.3 Figures

Fi1G. 3.1 — Le point H a été dédoublé afin de faciliter la
compréhension de la figure

FiG. 3.3 -

Fic. 3.2 -
1
P.N.
Zz
ka2 |
i
2,
+
&
= Y,
=G 'l
.I'd
<\
\ it
E\
Xz _;‘6‘2 U
P.'S.
Fic. 3.4 -

Les figures (3.3) et (3.4) sont la représentation du vecteur du plan (A) sur la sphére Terrestre.
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Chapitre 4

Vecteur horaire

4.1 Vecteur horaire

Le rayon solaire passant par l’extrémité Py du style coupe le plan de base (A) en un point P. Le vecteur généré
par le point P et le point origine centre des triédres, défini le "vecteur horaire"!. Son expression vectorielle générale
s’exprime dans le triedre (B) dans lequel se détermine les autres formules, fig. (4.1). Si l'on désire passer au triedre
(A), on doit veérifier que 'on a ¥ = 0, pour le triedre (3) on doit vérifier que i =y = 90" et pour le triedre (2) que
a=1=7=90".

— " —
(4.1) (PH), = (PyH)p + (PPy)s
Du second membre on connaTt :
1. Le style étudié dans le chapitre IIT :
— - - -
(4.2) (PoH )y = iy Pup + joPys + ko Pap

2. Le vecteur (PPp), sur le support du "Rayon Solaire" (chapitre III) :

—

(4.3) (P()H)b = —;7“ = ;bTUb + ijVb + EbTWb
Avec ces valeurs, ’équation (4.1) devient :
— —_— — - - -
(4.4) (PH)b = (P()H)b + (Ppo)b =1 (sz + TUb) + 7 (Pyb + TVb) + Ky (sz + TW[,)

Par définition, le point P doit se trouver dans le Plan de Base, lieu qui doit étre tel que sa coordonnée sur le plan
horizontal Z, soit nulle :

(4.5) P+ Wy =0

Et en éliminant "r" dans (4.4), on établit :

=7 > PpUp > PV
4, PH), =iy (Poy + 2220 P,
(4.6) Prp =i (P Do)+ (s T2

Pour terminer, en substituant les coordonnées du "vecteur Rayon Solaire" par leurs valeurs données dans les formules
(2.2), on obtient finalement I’équation générale du "vecteur horaire" qui est 1’élément fondamental de la gnomonique
vectorielle :

S - Apsingp+ By cosp+ Hy tand - My sing + Ny cos + Jp, tand
(4.7) (PH)p = iy . Jb :
csinp+dcosp+ f tand csinp+d cosp+ f tand

— —_
111 s’agit du vecteur H P, ou PH si ’on respecte la notation vectorielle de I'auteur et qui ne semble pas étre la méme que celle adoptée
en France (qui s’écrit dans le sens : point origine—point extrémité).
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et ou les coefficients du vecteur horaire (abréviation "c.v.h.") sont donnés par :

(4.8)

qui sont & la fois fonction :
a) de I'angle ¢
b) des "c.t.p."

Ap = (=bsin ¢ + ncos @) P.y, + ¢ Py
By = (asing — mcos @) P,y + d Py
My = (—nsing — bcos @) Py, + ¢ Py
Ny = (msin¢g 4+ acos @) Py, +d Py
Hy, = (jsing + hcos@) Py + f Pup
Jp = (—hsing + jcos¢) Py + f Py

c¢) des coordonnées correspondant a chaque style

En développant ces coefficients dans les triedres (A) et (B), on obtient respectivement :

1. Dans le triedre (B).

On étudie seulement le cas du triédre (By) (avec ¢ = ¢q)

(4.9)
Ay = 1_7f2pzb+cpzb
Bpo = ———— Py +dP
bo_\/ﬁ 2b T zb
—cf
My = ————==P., + c Py
12
—df
I *
Hyy = f Py
Jyo=+/1—f2P.y+ [Py

_—fd
Voss
_fe
i
(4.10) \/%
—d
i
0
0

et dans lesquels les numéros des groupes équations définissent :

4.9).... Les coefficients dans le triedre (Bo) en fonction de Py, Pyp, Pap

—(
~ (4.10).... Idem avec le style paralléle a I'axe de la Terre k;
- (

4.10bis).... Idem avec le style paralléle & ’axe de la Terre —ksy changeant le signe de /1 — f2
— (4.11).... Idem avec le style perpendiculaire au plan de base

2. Dans le triedre (A).

Sauf exception, c¢’est le triédre normal pour le calcul des plans de base et du cadran. Ses coefficients sont :

Ay =nP,q + cPyq
By = —mP., +dPyq
M, = —bP.q + cPyq
No = aP.q + dPy,
Ho=hP.o + fPra
Jo =P+ [Pya

(4.12)

dans lesquels :

(4.13)

oo s 3 &8

(4.11)

(4.14)

— (4.12).... Les coefficients dans le triédre (A) en fonction de Ppq, Pyq et P,

— (4.13).... Idem avec le style paralléle & ’axe de la Terre ks (f > 0). Tls sont fonction des coefficients"c.t.p."
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— (4.13bis).... Idem avec le style paralléle a I’axe de la Terre —ks (f < 0) en changeant le signes des coefficients
"c.v.h." et par conséquent des coefiicients "c.t.p." a, b, m, n, h, j
— (4.14).... Le style normal au plan de base. (P., = 1). Ils sont fonction des coefficients "c.t.p."

Si f < 0 et le style est paralléle & I’axe de la Terre (—Eg), alors on se trouve dans le cas des cadrans solaires verticaux
dans I’hémisphére nord ; il faut changer le signe des coeflicients "c.t.p." exceptés les ¢, d, f dans le triedre (A) et

celui de y/1 — f2 dans le triedre (By).

En partant du "vecteur horaire" on déduit les lignes d’arc-diurnes et les lignes horaires en éliminant ou bien "l’angle

horaire" ¢, ou bien la "déclinaison du soleil" §, en résolvant le "vecteur horaire" comme une équation paramétrique.
— - N

On écrit : (PO) = iF1(p,0) + jFa(p,0), Aot X = Fi(p,0) et Y = Fa(p, 9).

4.2 Lignes d’arc diurnes

C’est le lieu géométrique décrit par le point P lorsqu’on fait varier 'angle horaire ¢. L’équation générale des arcs-
dirunes s’exprime en fonction de §, des coefficients "c.t.p." et des variables = et y; fig. (4.2), (4.3) et (4.4).
[t (—edy + fMy) +y (—fAy + cHy) + (—MyHy + ApJy)]” tan® s
(4.15) + [z (=dJy +fNy)+y(—fBy+ dHy) + (—NyHy + ByJy)]? tan 8
— [ (eNy — dMy) +y (dAy — ¢By) + (ByMy, — AyN,)]* = 0
Le déplacement du point P est limité par les arcs-diurnes correspondant & la déclinaison du soleil comprise entre

+23° 27 1l existe d’autres limitations, étudiés un peu plus loin : la premiére dans le cas ou le rayon solaire ne tombe
pas sur le plan du cadran et la seconde lorsque le point P se trouve & 'extrémité Py du style.

La formule précédente exprimée dans le triedre (A), en se basant sur les relations (4.7), (4.8) etc... et les relations
(2.8), (2.9) et (2.10), (2.11), (2.12) du chapitre II puis en fonction des coordonnées du style, devient :
(mz — ay — mPypq +aPyq — clea)2 tan? &
(4.16) + (nx — by —nPrq + bPya + cha)2 tan?d
= (hx+jy_hpma _ija+sza)2

4.2.1 Coniques des arc-diurnes

Le type de coniques correspondant aux lignes d’arc-diurnes sont indépendantes du triédre de référence et on démontre
par la géomeétrie analytique que les coefficients des variables du second degré Ax? + Bxy + Cy? vérifie la condition :

Ellipse
(4.17) B? —4AC$0 | Parabole
Hyperbole

En appliquant ce théoréme a 'équation (4.20) ou a la formule générale (4.15), on arrive aux relations suivantes :

Ellipse
(4.18) cos? 6 f? | Parabole
Hyperbole

’Le "c.t.p." f détermine, avec la déclinaison solaire 9§, le type de conique correspondant aux arcs diurnes.

4.2.2 Exemples d’arcs diurnes

Dans le Triedre (A), style paralléle & l’axe de la Terre, avec f <0 (—Eg) :
(4.19) (h? —sin?§) 2 + (j* — sin® §) y® + 2(hj)zy — 2(hcos® §)z — 2(j cos® §)y + cos® § = 0
Dans le Triedre (A), style normal au plan (A) :

(4.20) (h* —sin®6) 2® + (j° — sin® ) y* + 2(hj)zy + 2(hf)z +2( f)y + f*> —sin®6 =0
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Dans le Triedre (Bg), style paralléle ¢ axe de la Terre :

(4.21) sin? 622 + (f2 — cos? 6) Y — 2\/Wcos2 Sy —cos’6 =0
Dans le Triedre (Bg), style normal au plan (A) :

(4.22) sin? 6z2 + (f2 — cos? 5) y? — Qny —f?+sin?6=0
Dans le Triedre (By), cadran polaire, style normal au plan (A) :

(4.23) tan? 6 27 — y7 +tan?6 =0

Dans le cadran polaire (f = 0), pour les arc-diurnes, d’aprés (4.18) on a cos?§ > 0. Se sont des hyperboles.

On rappelle que le centre des coniques est donné par les équations :

(4.24) F@)=0 et f(y)=0

4.2.3 Equinoxiale

Si 0 = 0 dans toutes les expressions précédentes, comme par exemple dans le nouveau "Vecteur Horaire" dont son
expression algébrique est donnée juste aprés, on obtient :

— - Aptanp+ By, - Mytangp + N,
4.2 PH), =1
(4.25) (PH)> =1 ccotp+d Je ccotp+d
(426) (CNb - de) x + (dAb — CB()) Y+ (Bbﬂfb - AbNb) =0

et il en résulte dans le triedre (A) :
(4.27) (hx +jy — hPya — jPya + fPsa) =0

et en fonction de chaque style, dans chaque triédre et en tenant compte des relations déja cités entre les "c.t.p."
étudiées dans le chapitre II, on arrive & :

—1
(4.28) Yy = \/ﬁ avec le style paralléle & I’axe de la Terre. Triedre (Bo)
(4.29) Y= ﬁ avec le style au plan (A). Triedre (Bo)
(4.30) hz +jy+1=0 avec le style paralléle a axe de la Terre. ky (f > 0) Triédre (A)
(4.31) hx + jy+ f =0 avec le style normal au plan (A). Triedre (A)
Si ’angle de la droite équinoxiale tan ¢ = f% < 0, le plan est orienté vers ’est (7 > 90 ") et les "c.t.p." h et j ont
le méme signe; et si tan¢g = —? > 0, Porientation est vers 'ouest (7 < 90°), et les "c.t.p." h et j ont des signes
distincts.

4.3 Lignes horaires

Le lieu géométrique décrit par le point P lorsque la déclinaison du soleil § varie est un faisceau de droites, ou "ligne
horaire", d’intersection le point Hy, qui est fonction de ¢ et des "c.v.h.", et des variables z et y. Son équation générale
est (fig. (4.2)) :

 fR-BT G
_xbeb - HT Sy, — HyT

(4.32) Yo
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ou
Ry = My sin ¢ + Ny cos ¢
(4.33) Sy = Apsing + By cos ¢
' T =csinp+dcosp
Cb = (Abe — Mbe) sinap + (Bbe - Nbe) COS @

On détermine les coordonnées du point Hy en égalant a zéro les coefficients de sin ¢ et cos ¢ de ’équation (4.33) et
en résolvant les équations correspondantes.

Dans le triedre (A) avec un style normal au plan de base, on a les exemples (4.3.1) suivants :

4.3.1 Exemples dans le triédre (A)

4.3.1.1 %xStyle normal au plan de base

R, = —bsinp+acosyp
S, =nsing —mcos g
C, = —dsinp +ccosgp
T =csinp+dcosp

venant de la ligne horaire suivante :

(4.34) (mtanp +n)x — (atanp + b)y —dtanp + ¢ =0

Le point Hy a pour coordonnées : Hy (%, %)

4.3.1.2 xStyle paralléle a 1’axe de la Terre

(4.35) (mtanp +n)x — (atanp +b)y =0

Le point Hy a pour coordonnées : Hy (0, 0).
1l coincide avec les directions du vecteur horaire et est indépendant de la déclinaison du soleil 6.
Si f =0, cas du cadran polaire, alors ’équation de la ligne horaire prend la forme :

Jp Cb

4. = 22
(4.36) y be H,T

c’est-a-dire que les lignes de ce faisceau sont paralléles et le terme indépendant est fonction de ¢. Fig. (4.4).

4.3.1.3 *Style normal au plan dans le triédre (A)

Ja:j
H,=h
Cy = —dsingp + ccosp

T =csinp+dcosyp
Par conséquent,

J 1
4. L N
(4.37) Ya = ¥ htan(p + ¢,)

avec tan ¢y, = g.
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Si de plus Hp, = 0, le triedre (B) devient le triédre (Byp) et la ligne horaire a pour équation :

C 1
(4.38) s —
T tan(e + ¢n)
avec : Cyg = —dsinp + ccosp, Jop, = 1 et ou tany;, = % est 'angle entre la sous-stylaire et ’axe YyoH. Si celui-ci

se déplace sur cet axe d’une longueur HH,,, il générera un plan de hauteur unité et de la méme fagon le point P,
parcourra les segments horaires paralléles & H H,, limité entre les hyperboles extrémes aux points H et H,, ; voir fig.
(4.4)

4.3.2 Ligne d’horizon

C’est, par définition la trace de l'intersection du plan de base (A) avec le plan paralléle & I’horizon passant par
Pextrémité Py du style. Pour qu’il y ait éclairement, le "Rayon solaire" doit réaliser deux conditions : il doit se
couper sur le plan (A) et sur le plan horizontal du lieu géographique du point H, et il doit rendre négatives ses

—

coordonnées sur Ea et ks.
1. Sur le plan (A) dans le triedre (A), on vérifie :

(4.39) (PH)q ks <0
(4.40) W, = —csinpcosd —dcospcosd — fsind < 0 selon la relation (2.2) du chapitre II

2. Dans le plan horizontal, dans le triedre (3), la composante du style sur axe Z3 c’est-a-dire P,3 est délini par
sa projection sur cet axe (produit scalaire) : (PoH), - ks

De cette facon, pour qu’il y ait éclairement, 'ordonnée de la Ligne d’horizon sur 'axe yg, doit étre plus petite que
celle du "vecteur horaire" y,. Fig. (4.5) et (4.6) donné par :

—_— -

Pzg (P(]H)a . ]Cg COS’}/ dPya —+ CLPZG N(,,

(441) YHa — — o= — - = = —
Cos i COS 1 COS Y d d

ou Eg = —fa cosi + Ea sin¢ (2.6) avec a = 90, chapitre IT; (PoH), = iy Pra + ;aPya + EaPza (3.3) chapitre IIT et
dPyq + aP,, = N, (4.12) du chapitre IV.

En développant la formule (4.41) dans le triédre (3) avec un style paralléle a 'axe de la Terre (avec N, = n ou

N, = a si le style est parallele au plan de base, c’est-a-dire avec les valeurs : m =1, n =0, f =sina, ¢ = — cosa),
on arrive & :
—singp n
4.42 = . - > —
( ) Ya —cosasinp +sinatand = d

En utilisant la méme relation (4.40), on arrive a :

(4.43) sinp < tanatand

’Il y a éclairement lorsque les conditions : (4.40) et (4.41) ou (4.42) sont satisfaites.

4.3.3 Equation du temps. Calcul de la lemniscate

Le temps moyen ¢, est distinct du temps solaire vrai ¢ parce que les principes de base de la gnomonique n’utilisent
pas les lois de Képler, et la différence entre ces temps en chaque instant est connue sous le nom d’"Equation du
temps".

(444) ke — tie = ”EqT”

Ces valeurs se trouvent publiées dans n’importe quel traité d’Astronomie ou de Gnomonique et sa représentation
graphique est donnée en fig. (4.8) qui est la somme de deux sinusoides : 'équation du centre (Ec¢T) et I’équation de
I’obliquité de I’écliptique. I’ Angle Horaire Vrai en fonction du temps Moyen ¢, en heures, de "EqT" en minutes de
temps et de ¢ en degrés, s’exprimera par :

EqT

(4.45) on =15 (tmr — EqT) + one +90° =15t + @pe +90° — 1
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Dans un cadran solaire, si on utilise les heures de temps moyen, 'extrémité P du vecteur horaire au lieu de décrire
pour une heure déterminé et durant I’année, une droite du réseau horaire, décrit une courbe en forme de huit appelée
"Lemnicaste" (4.7). Son équation vectorielle définie pour un "vecteur horaire" quelconque en fonction de l’angle

horaire est :

Omk = 15 (tp + EqT) + opr +90°

EqT

(4.46) Omk = 15tk +opk + ——

4.4 Figures

* Soleil

.

Fig. 4.1 -

Lignes horalres

Xo

Equinoxiale

Fig. 4.3 -

4

Sous-stylaire

Arcs diurnes

Fic. 4.2 -

Equinoxiale

Fic. 4.4 -
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Ligne d'horizon

F1a. 4.5 — Ordonnée yp, — Ligne d’horizon, triédre (A) F1G. 4.6 — Ligne d’horizon dans le triedre (B)

Janv.] Fev. | Mars § Avr. | Mai | Juin | Jul_] Aoiit | Sept.| Oct. | Nov. | Déc.
Min, 3115 2 17 V| 16 311530 15 30 14 29 1328 123713 27
f
+16
)|
+12 -
i V.3 Pps
+4 / L)‘.\ T2 o N g
Y o phed T S Z
1 SN '
b 4 . <ty = -
8 - o = A
V3 N et )
-12 o
1
+16 \'L

Courbe 1 : équation du Temps
Courbe 2 : Equation du Centre
Courbe 3 : Equation de l'obliquité de I'écliptique

arc diurne

FiG. 4.7 — courbe en huit sur la ligne horaire ¢; Fic. 4.8 — Courbe de I’équation du temps
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Chapitre 5

Co-déclinaison et inclinaison d’un plan

(& partir d’un cadran solaire, contrairement & d’autres méthodes)

Soit un plan (A) donné, dans lequel on ne connait ni la co-déclinaison! () ni I’ inclinaison (7). On peut les déterminer
en faisant coincider 'ombre d’un style normal au plan de base, c’est-a-dire, le vecteur horaire, avec une direction
préalablement choisie, en un jour et heure donnés.

Il s’ensuivra deux processus : le premier en prenant ’angle horaire de valeurs : g = 90° ,0° ,0ul80° selon le
paramétre calculé. 11 a 'avantage d’étre simple, mais a 'inconvénient de disposer d’un seul instant par jour dans le
cas de la co-déclinaison et d’un ou deux dans le cas de l'inclinaison ; la seconde méthode, demandant un processus
de calcul plus complexe, peut s’appliquer en n’importe quel moment.

5.1 Calcul de la co-déclinaison (1ére méthode)

Dans le triedre (A), considérons un style normal au plan de base (A) qui se coupe sur un plan auxiliaire normal &
ce dernier, avec la trace de 'axe Y, H (qui peut se définir comme le coté d’une équerre tournant sur 'autre qui se
trouve sur 'axe X, H), et dont lintersection avec (A) défini le "vecteur horaire". Fig. (5.1). Son équation est :

(51) (POH)a = ]gaPz

On note P’heure légale ty lorsque le "vecteur horaire", c’est-a-dire I’aiguille? du cadran solaire coincide avec 'axe
e -
Yo H (avec po =90° on (PyH), i, = 0)

(5.2) (PoH)q iy = Asingg + Bceospg + Htand = n singpg —m cospg + h tand =0
avec :

n = —sin a cos 7y

m = sinvy

h = —cosacos~y

et pour lequel 'angle horaire est donné par :

EqT
(5.3) po =15t +@ne +90° — ———15N

!

En isolant tany avec ces données du "vecteur horaire", on trouve :

sin asin g + cos atan § fosingg — co tané

(5.4) tany = —
oS @o COS o

Ml s’agit du complémentaire de la déclinaison gnomonique habituellement adoptée en France, comme étant I’angle diédre orienté,
compté depuis le Sud, entre le plan méridien et le plan normal au cadran. L’auteur prend donc I’angle orienté, compté depuis 'ouest,
entre la trace du premier vertical (Plan est-Ouest) et la trace du plan du cadran sur le plan horizontal

2Le mot "aiguille" est une traduction mot pour mot. Il est clair qu’il faut entendre par 1a que I’ombre du style (1773) sur le plan du
cadran agit comme l’aiguille d’une montre. C’est cette image qu’a voulu rendre l'auteur. Elle sera conservée telle quelle, méme si elle
n’est pas trés heureuse en francgais.
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(fo et co correspondent & f et ¢ lorsque i = 90 °).

Conséquence immédiate : la co-déclinaison d’un plan est indépendante de son inclinaison. Donc la co-déclinaison
d’une droite serait comme la trace d’un plan horizontal prenant le temps Légal tp au moment ou le vecteur horaire
est normal & cette droite, et avec le style situé sur un plan vertical de trace 'axe Y3 H... Fig. (5.2).

!

Le méme résultat se produit en considérant la valeur de ug et o correspondante, quand le "vecteur horaire" est

horizontal, c’est-a-dire :

— bsin g + acos pg + jtand

5.9 t =
(55) attHo nsin g — mcos g + htand

5.2 Calcul de l’inclinaison (1ére méthode)

Suivant ce dernier raisonnement, le plan auxiliaire se défini comme formé par une équerre qui tourne autour de 'autre
coté situé sur Paxe Yy H, fig. (5.3). Son équation étant :

—

(5.6) (PoH)q = jaP-

On note I’heure légale o lorsque le "vecteur horaire", ¢’est-a-dire Paiguille du cadran, coincide avec 'axe X, H (avec
— -
po =0" ot (PH), - ja), donnera comme résultat :

(5.7) (P—f)I)a - Ja = —bsinpg + acos g+ jtand =0

Multipliant le numérateur et le dénominateur par cos+y et prenant en compte les relations déja cités entre les coeffi-
ceints "c.t.p." du chapitre I, alors I'inclinaison sera donné par :

hsin pg — ntané

5.8 tant =
(58) an mnsin pg + (1 — m?2) cos pg + mhtand

ou il est nécessaire de la connaitre en fonction de v (par exemple avec la formule (5.13)).

5.3 Exemple numérique

Trouver la co-déclinaison et l’inclinaison d’un plan placé en un point géographique H de latitude 40 " 29'N et de
longitude —3° 52’ le 01-02-1998; fig. (5.4)

Les DONNEES :

Latitude Nord a=40"29 =40.483" (sino = 0.6467; cos o = 0.7628)
Déclinaison du soleil 0 =—-17.074"° tand = —0.3071

Equation du temps EqT = 13M35° = 13.583™ % =3.396°

Différence de longitude Yng =—3°52' =3.87"

Style normal au plan de base

5.3.1 Calcul de la co-déclinaison ~

L’heure légale au moment oit le "vecteur horaire" est sur I'axe Y, H est : to = 12"11™10° = 12.186".

L’angle horaire correspondant :

EqT
(5.9) wo = 15t + wpr +90° — % —15° =250.524° (sin pp, = —0.9428; cos pp, = —0.3334)

et la co-déclinaison est :

sin aesin g + cos atan §
(5.10) tany = — Ll = —2.53 c’est-a-dire : |y = 111.55°
€OS (g
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5.3.2 Calcul de l’inclinaison ¢

L’heure légale lorsque le "vecteur horaire" est sur I’axe paralléle & X, H est : t, = 18"20m30° = 18.341". L’angle
horaire correspondant :

EqT

(5.11) o= 15to + @ +907 — ——— 15" = 342.8495"
Les valeurs des coefficients "c.t.p." sont :

a=40°"29

~v=111.55"

m = 0.9301

n = 0.2385

h =0.2794

et donc :

hsin g — ntand
(5.12) tani = Ll —0.5644 et [i—29.44"

mnsin g + (1 — m?) cos g + mtand

5.4 Calcul de la co-déclinaison d’une droite ou d’un plan (2e méthode)

On choisi dans le triedre (3) (pour autant que les angles valent : i = v = 90° et les coefficients "c.t.p." : a = 0,
b=—sina=—fy,m=1,n=0,h=0,j =cosa = —c), 'angle horaire g et le style, tous deux similaires aux cas
déja étudié. En un instant ¢o, le "vecteur horaire" coincidant avec une droite auxiliaire QH, fig. (5.5) correspondant
au "vecteur horaire" d’un cadran horizontal, forme avec la direction est-ouest I’angle pp. Cet angle est donné par :

—bsingg +acospo+ jtand  fosinpg — co tand

5.13 t = =
( ) b = in Yo —mcos gy + htand COS g

Cette formule est identique & (5.4) en changeant v par po, et en faisant coincider les deux angles sur le plan de base
Z3, avec ’angle horaire correspondant égal & (5.3) et distinct de . De 14 on en déduit :
1. La direction nord ou ligne méridienne, se détermine & partir de la droite QH en additionnant 'angle — (10490 )

2. La co-déclinaison v d’une droite quelconque RH ou bien la trace d’un plan qui forme ’angle v avec la droite
QH, a pour 'expression : v = g + v+ 90°. Fig. (5.5)

5.5 Calcul de la co-déclinaison d’un plan vertical

Si le plan de base est vertical, on vérifie que ¢ = 0 et dans ce cas on choisi le triedre (A). Comme la co-déclinaison
d’un mur vertical n’est pas vraiment uniforme par construction, on se doit de réaliser les mesures sur une planche
qui sera plus tard remplacé par le cadran solaire. Pour vérifier cette méthode, et & des dates donnés, on prend le
méme style que précédement,qui est le coté qu’une équerre, dans des conditions similaires aux cas précédents, trace
sur axe Y, H, a instant o, Pangle ¢g correspondant ; Fig. (5.6).

L’angle po de 'heure est donné par :

— bsinyg + acospy + jtand cosinyg + fotand
(5.14) tan jig = %o o+ B osin o + fo

nsingg — mcosgy + htand  — focos~ysin @g — sin~y cos g + ¢ cos ¥ tan §

Résolvant ’équation en sin~y et en cos+y, on obtient :
— B1Cy + A1/ A2 + B - C?
A} + B?

Ay = tan g cos g

(5.15) Aisini+ Bicosi+C1 =0 ou cosi=

avec B1 = tan ug (fo sin g — co tan o)

C1 = cosingg + fotand
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Discussion

1. Si pup =0", C1 = 0 et par conséquent sin g = tan «tan 0. Cette formule s’étudiera un peu plus loin (Heure de
lever et de coucher)
fosin g — cotand

A
2. Siu0:90°,tanfy=—§: cos g
0

5.6 Calcul de l’inclinaison d’un plan

Connaissant la co-déclinaison "4" a partir de 'une des méthodes précédentes, l'inclinaison se déduit en choisissant

dans I’équation (5.16) le paramétre ¢ suivant le méme procédé appliqué précédemment pour les mémes données. Fig.
(5.7). Langle po est donné par :

— bsin g + acos pg + jtand

5.16 t =
( ) attHo nsin g — mcos g + htané

Afin de simplifier les calculs on développe les "c.t.p." en fonction de sini, cosi, fy et ¢, on obtient alors :
— ByCo + Agr\/ A2 + B2 — C3
A3+ B2

Ay = fosinysin g — cosy cos g — ¢o siny tan §

(5.17) Assini + Bacosi +Cy =0 ou cosi=

avec By = ¢gsinpg + fotand
Co = (fo cosysin g + sin~y cos pg — ¢ cosy tan d) tan g

Discussion
: . . By . . . ) S
1. Sipg=0", tani = — o, aui est la méme relation que (5.12) en divisant le numérateur et le dénominateur par
2
cos 7.

Avec i =07, sin ¢y = tanatand.
Et sii=90" on trouve la formule de la déclinaison de la normale & la droite QH, inverse de la relation (5.4) :

COS Yo

1 t =
(5.18) any fosinpg — cotané

2. Si pp=90" et i =90 ", alors le plan de base est horizontal et C2 = 0 : on trouve la formule (5.4)
Avec i = 0° on trouve la relation étudiée en §5.5.

Note

— Temps solaire moyen : t); = Temps solaire Vrai + EqT =ty + EqT

— Temps Universel : ¢, = t, + % =t (’}—g, fuseau horaire en heures entiéres)
— Temps Légal : to = t, + N (N valant 1 en hiver et 2 en été)

— Temps solaire Vrai au point géographique H, en fonction de I’heure de Greenwich ¢, :

Phg An Yng EqT A
to=t, 4 Phe _pep Moy Phe  ZEL ARy
T =gy =ty 4 15

27



5.7 Figures

Le paint H a été dédoublé afin de faciliter la compréhension de la figure

Fia. 5.1 -

Le point H a été dédoublé afin de faciliter la compréhension de la figure

FiG. 5.3 -
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Chapitre 6

Cadran solaire bifilaire

Ce cadran solaire se défini par l'intersection d’un "rayon solaire" —i; s’appuyant sur des droites perpendiculaires

=0 zp =0
o et R et coupant le plan de Base (B) au point P extrémité du "vecteur
Zp — NO Zp — Mo

horaire" ; cette équation se calcule de la maniére suivante. Le vecteur de base du rayon solaire est donné par :

entre elles appelées @

(6_1) —7”’?1 = ZbTUb + ijVb + EbTWb

En s’appuyant sur la droite R, le vecteur "rayon solaire" doit respecter les deux conditions suivantes :

1. Si pour r = r1, la base du rayon solaire a pour composante k; égal & My, alors on doit vérifier :
(6.2) —Zbﬁ ) Eb =—My=rW,

& partir de laquelle on déduit la valeur de rq :

(6.3) o
. r = 7Wb
avec ¢ = 1 selon (6.4)
2. Si la composante Xj du dit rayon est nulle, alors :
(6.4) Vy =0; avec ¢ = ¢
Réciproquement, s’il s’appuie sur la droite @ :
Pour la valeur » = ro
My
6.5 -
(6.5) "2 W
et
(6.6) Uy, =0; avec ¢ = g

Par conséquent, la base du rayon solaire est définie par I’équation vectorielle :

L MU, - NoVi
6.7 —iT =1 '
(6.7) nr =t g + b W,

et son intersection avec le plan de base Z; = 0 défini le vecteur horaire du cadran bifilaire.

(6.8) (PH)y = i —

En développant cette équation (chapitre II) on obtient finalement le vecteur horaire dans le triedre (B) :

— o Apsingp + Bycosp + Hytand - My sin g + Ny cos ¢ + Jp tan §
(6.9) (PH)p =iy Mo + 7o No

csinp +dcosp + ftand csing +dcosp + ftand
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et pour laquelle les coefficients du "vecteur horaire" sont respectivement dans les triedres (B) et (A) :

Triedre (B) Triedre (A)

Ap = (—bsin ¢ + ncos ¢) As=n

By, = (asin¢ — mcos ¢) B,=-m
(6.10) My, = (—nsing — bcos @) M, =—-b

Ny = (msin ¢ + acos @) N,=a

Hy = (jsing + hcos ¢) H,=h

Jp = (—hsin¢ + j cos @) Jo=17

qui coincident avec ceux du cadran & style normal au plan de base en multipliant chacune de ses composantes par le
scalaire qui défini la hauteur de chaque fil. Si My = Ny = 1, on est dans le cas du cadran & style normal au plan de
base. Comme conséquence, le développement du "vecteur horaire" est influencé par les scalaires My et Ny tel comme
cela sera étudié dans ce qui suit.

6.1 Coniques d’arc-diurnes

Dauns ce cas, la valeur des inconnues X et Y dans les formules algébriques, s’expriment par : %40 et NLU, qui, développées,
sont multipliées par :

(6.11) Le coefficient de X2 : ........ Ng Le coefficient de XY : ........ MyNoy Le coefficient de Y2 : ........ WH
’ Le coefficient de X : ........ N(?Mg Le coefficient de Y : ........ MgNo terme constant : ........ MgNg
Par exemple dans le triedre (A), 'équation donnée en (4.19) devient pour le cadran bifilaire :

Ng (h2 — sin® 5) z? + Mg (j2 — sin? 5) y? + 2No Mohf zy

6.12
(6.12) +2NG Mohf x + 2NoMJjf y + Mg N§ (f* —sin®§) =0

6.2 Lignes horaires

Suivant la méme méthode précédente, la ligne horaire est celle de (4.32) en multipliant les coefficients des variables
X et Y par les facteurs suivants :

(6.13)  Le coeflicient de X : ........ NZ  Le coefficient de Y : ........ My Le coefficient indépendant : ........ NoMjy

ou finalement la ligne horaire du cadran bifilaire s’exprime dans les triedre (B) et (A) respectivement par :

No (be — JbT) Co
6.14 = Ty + N
(6.14) P Mo (fSy — H,T) " FS, — HyT ' °
(6.15) ~ No(mtanyp +n) —dtanp + ¢ ;

Ya = My (atanp + b) T atang +b
en rappelant que les coefficients de ces équations donnés dans les séries de formules (4.33) du chapitre IV, sont :

Ry = My sin p 4+ Ny cos ¢

Sy = Apsing + By cos

T =csinp+dcosp

(6.16) Cy, = (Abe - ]\/[be) sin ¢ + (Bbe — Nbe) cos = —dsinp + ccosp
R, = —bsinp+acosp

Sqe =nsing —mecosp

C, = —dsinp + ccosp

Discussion dans les triédres (B) et (A)
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1. SiHy=Jy=ouh=j=c=d; daprés (2.8) et f = 1. C’est le cas du cadran solaire équatorial.

NoR
(6.17) Dans le triedre (B) : yp, = J\JOOSZ Tp

Ny (bt +
(6.18) Dans le triedre (A) : o(“btany + a) a

Ya = My (ntanp —m)

2. Si f =0, le cadran est polaire :

. ans le triedre M = Ty — _ e ——— ) — — —
BT MoH, T T BT T My tan(é+ om0 Hy tan(é + on)

Noj N,

(6.20) Dans le triedre (A) : yq 0J 0

= Ty —
MyH htan(¢ + o)
avec tan oy = — et tangpyg = —.
c J

h
3. Si Hy = f =0, il en résulte tan ¢ = —— d’apres (4.8) le cadran solaire est polaire dans le triedre (Bo).
J

Si h = f =0, le cadran solaire est polaire avec des lignes horaires paralléles a I’axe Y, H dans le triedre (A).

C M,
T tan(e + o)
M,
(6.22) 0

Ty = —F—
tan(y + @)
d

avec tanpg = —.
c

4. Le point de concours Hy des lignes horaires se détermine en résolvant les équations obtenues en égalant & zéro
les coefficients de sin ¢ et cos ¢ dans la relation (6.14), c’est-a-dire :

j sin ¢ + h cos — hsin ¢ + j cos
(623) o = Mo j(bf(b et Yo = NQ (bf J ¢

Et dans le triedre (By) :

(6.24) o = 0 et Yo = *NO 1ffz

(Les heures Babyloniques, Italiques et Sidérales dans ce type de cadran solaire, s’étudieront dans le chapitre X).
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6.3 Figures
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F1c. 6.1 — Cadran bifilaire

Z =0 : plan horizontal au point géographique H

Fic. 6.2 —
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Chapitre 7

Hauteur et azimut du soleil

En prenant comme base le triedre (3), on défini respectivement la hauteur du soleil # comme 'angle entre le plan
horizontal et le rayon solaire, et I’azimut 3 comme la mesure sur le plan horizontal de 'angle compté depuis 'axe
HYj5 (direction sud) vers la composante horizontale du rayon solaire.

Le Rayon Solaire dans ce triédre et en fonction des neufs variables est :
(7.1) —i1 = i3Us + J3Vs + k3 W

dont les coefficients, d’aprés ce qui se déduit de la figure (7.1), sont donnés par (7.2), et les ¢ et 0 sont donnés par
7.3, fig. (7.2).

Us = cosfsin 8

(7.2) V3 = cosfcos 8
W3 = —sinf
Uy = —cosdsing = Us avec o = 90°
(7.3) Vo =cosdsing = V3 avec o =90~

W2 = —Sin5:W3

En comparant ces groupes de coefficients, on arrive & la conclusion suivante : ceux-ci définissent le "rayon solaire"
avec des variables distinctes, et ot @ joue le role! de d et ot B4 90° joue le role de ¢, et cela se vérifie si le triedre
(3) est confondu avec le triedre (2), c’est-a-dire si « =90 " ; fig. (7.2) et (7.3).

Dans le triédre (A), le rayon solaire —i; passant par le sommet Py d’un style tombe sur le plan de base (Z, = 0) en

—
un point P et génére le "vecteur de hauteur-azimut" (PH), qui est semblable au "vecteur horaire" et dont le calcul
a été fait au chapitre IV. Celui-ci differe du précédent en ce qu’il :

1. défini le méme point P du "vecteur horaire" avec des variables distinctes

2. que dans les coefficients "c.t.p." on utilise @ = 90° (par conséquent le "c.t.p." h = 0)
3. soit indépendant de la date
4

. que la "hauteur du soleil" 6 s’exprime sur une échelle linéaire graduée, et contrairement & §, varie durant le
jour entre 0° < 6 < 90° — « + 23° 27 selon la latitude du point géographique H, base du cadran, avec un
maximum de 90"

Par conséquent, dans ce chapitre se répéte ce qui a déja été cité au chapitre IV, avec les conditions déja précisées.

Par conséquent, et en évitant de réitérer les calculs, le "vecteur de hauteur-azimut" a pour équation :

— o Agsing+ Bicoso + Hytanf - M, sinp + N, coso + J, tan 6
(7.4) (PH)o =i~ " z T A i :
csingp + dcosp + ftand

csingp +dcosp + ftanf

et suivant le style, les valeurs de ses coefficients sont donnés dans le chapitre IV (relation (4.8)), avec les mémes
propriétés que le "vecteur horaire" déja étudié.

IDans la relation vectorielle fondamentale (4.7)
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7.1 Courbes de hauteur

Comme pour les lignes diurnes, on forme les courbes de hauteur, lieu géométrique du point P, en faisant varier [,
et par conséquent, pour un style quelconque, I’équation algébrique en fonction de 6, des coeflicients "c.t.p." et des
variables z et y, est (comme (4.16)) :

(mzq — ayq — MPypq + aPyq — sza)2 tan? 60
(7.5) + (nxq — byq —nPpq + bPyq + cPZ,,,)2 tan® 0
= (jYa — jPya + [ Pza)’
Le type de conique est déterminé par la formule (comme (4.18)) :

Ellipse
(7.6) cos> X f? | Parabole
Hyperbole

1. Ligne de hauteur pour un style normal au plan de base (Pyq = Pyq = 0; P, = 1) (comme pour (4.20)).

(7.7) sin? fz2 — (j2 — sin® 9) Y2 —2jfya — f2+sin?0 =0

2. Ligne de hauteur pour un style paralléle 4 'axe Terrestre 7. (EQ) (comme pour (4.19))
(7.8) sin? 02 — (j2 — sin® 0) Y2 —2jcos? Oy, — f2 —cos’0 =0

Si le style est —ky et le Yet.p.” f <0, il faut changer le signe du "c.t.p." j selon la relation (4.13bis)

Discussion
1. Si f =1 alors h =0 et il s’ensuit que j =0 =cos?; 1= 90" et le cadran est horizontal.

1

7.9 2 -
(7.9) Tty tan? 6

La paralléle & I’axe de la Terre sera la normale au plan horizontal au point géographique H, en conséquence de
Partifice qui consiste & poser a =90 °.

2. 81 f =0, alors j =1 = cosi et @ = 0° : cadrans verticaux et dans ce cas polaires. Le style choisi est
perpendiculaire au plan de base, comme dans le chapitre IV. Exerple dans le triedre (By) :

(7.10) tan® 0 ap — y; + tan® 60 =0

et vu que cos? 0 > 0 les courbes de hauteur sont hyperboliques.

7.2 Courbes d’azimut
Comme pour les lignes horaires, prenons l’expression suivante en éliminant 6 dans le "vecteur hauteur-azimut"
(comme la relation (4.32)).

_ fRa - JaT + Ca
T fS.—H, 7" S, — H,T

(7.11) Ya

et les coeflicients ont pour expression :

R, = —Ngsin 8+ M, cos 3

Sy = —Bgsin 8+ A, cos 3

T = —dsinf3 + ccos 3

Cyo=—(BoJs — NoH,)sin 3+ (AgJo — M, H,)cos 8

(7.12)

— Si le style est paralléle a I'axe de la Terre et f > 0, comme en (4.13) ou (4.13bis) alors A, = a etc... et Cy = 0.
— Si le style est paralléle & 'axe de la Terre et f < 0, comme en (4.13) ou (4.13bis) alors A, = —a etc... et C, = 0.
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— Si le style est perpendiculaire au plan, comme en (4.14), alors A, = n etc... et C, = —csin§ — d cos .
Les courbes d’azimut avec un style perpendiculaire au plan, comme dans 1’équation (4.34) on a :

(7.13) (ntanf —m) x4 — (btanf —a) yo +ctanf+d =0

et les coordonnées de leur pole? Hy :

h
T f
(7.14) i VitP
; :

Discussion
1. Si f =1, alors H, = J, =0, et le style est paralléle 4 I'axe de la Terre. Et le point d’intersection Hy du réseau
de courbe est le point H.
Comme dans (7.1), j =0=cosi; i =90" et le cadran est horizontal.

R

(7.15) Yo = Sfa = —tan(8 + ) za

2. Si f =0, alors on est dans le cas des cadrans solaire polaires et verticaux avec un style perpendiculaire au plan
de base, comme dans la relation (4.36).

Q

A 1
1 ==
(7.16) A tan(5 + )

3. Si H, = J, = 0, alors le style est paralléle & I’axe de la Terre, et le pole du faisceau des lignes d’azimut et le
point H. On trouve (comme dans la relation (4.38)) :

R, t a
(7.17) Vo= grw= _fan(B+7)za

w sin ¢

Sii=90" (comme en (7.15)), alors le cadran est horizontal.

On omet, excepté les cas comme ceux de I’exemple précédent, d’exprimer les formules gnomoniques en fonction des
variables ¢ et 7.

7.3 Conclusion

Grace a l'artifice qui consiste & prendre a = 90, sans tenir compte de la latitude réelle du point géographique H
oil se trouve le plan de base, et en le situant au pole, autant la hauteur du soleil que son azimut avec v = C*®, sont
fonction de l'inclinaison i et de la co-déclinaison . Par conséquent, par exemple, le style paralléle & 'axe de la Terre
passe pour étre perpendiculaire au plan horizontal en un quelconque point géographique H.

2(’est le point d’intersection des courbes d’azimut
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7.4 Figures

Afin de mieux comprendre les figures, on suppose que le pdle Hy des courbes d’azimut coTncide avec l'origine H des
triédres.

Soleil

. Soleil
& 2, ¥
.c ZO Z

2
™ p
kB 0
i "
H Y;
§
A,
0 »
X3
p
Fig. 7.1 - Fig. 7.2 -

Fic. 7.3 —
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Chapitre 8

Eclairement d’un cadran

8.1 Durée d’éclairement d’un cadran solaire

Dans ce qui suit, on calcule le temps d’éclairement d’un plan donné. De ce qui a été dit dans les chapitres précédents,

— N = -

on a le vecteur "Rayon Solaire" (SH), = —i2, le vecteur du plan (A) k, = (AH ), et w 'angle entre ces deux vecteurs.
Pour obtenir I’éclairement d plan, on doit respecter les deux conditions suivantes dans le développement du "vecteur
horaire" ; fig. (8.1) :

1. que le soleil rencontre le plan horizontal, au point géographique H, c’est-a-dire que la composante Eg du vecteur
—
(SH), soit négative (éclairement de I’horizon)

(8.1) W3 <0

(i et v ont pour valeur i = v = 90" dans les coefficients "c.t.p.") ot selon (8.1) sinp < tanagtand qui est
la meéme formule que (4.42) du chapitre IV. Le lever et le coucher du soleil sur ce plan correspond aux angles
donnés par :

(8.2) Sin Ypaw = tan ap tand

- —
2. Que le soleil éclaire le plan (A) i et comme précédemment, que la composante k, du vecteur (SH), soit négative,

pour laquelle :

(8.3) Wo = (S—If)a Ak = cosw = — (csing + dcos ¢ + ftand) cosd < 0

(8.4) dot: w>90°
Par conséquent, le lever et le coucher sur le plan, se produit pour w = 90 ° avec les solutions ¢, et @,
(8.5) (csin Ypaw + d oS Phaw + ftand) =0

que 'on développe pour extraire la tangente, ce qui donne :

f2
—cd+ ftandy/1 — o258
(8.6) tan pa, = 08

c? — f2tan?§

En appliquant les conditions d’éclairement en un point géographique H, de latitude «p,, on vérifie que :

1. Si le lever dans le plan horizontal est antérieur & celui du plan (A)g, Uéclairement s’effectue entre le lever de
(A)m et le coucher dans le plan horizontal
2. Si le lever dans le plan (A)y est antérieur & celui de du plan horizontal, I’éclairement s’effectue entre le lever
dans le plan horizontal et le coucher dans le plan (A)gy
Indépendamment des conditions déja cités, la durée d’éclairement ¢; sera la méme dans des plans paralléles (voir
chapitre XI) fig. (8.2), et dans le cas particulier du plan horizontal (A)x en un point géographique K, elle sera
exprimée par :

(8.7) ti = thw — tha = on%{[fka en heures
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NOTE. Partant de (8.2), sin aya, = tanay, tand. Pour le lever et le coucher dans le triedre (3) on vérifie que les
valeurs de ’angle horaire sont :

1. Sising > 0, alors ¢ (Lever) > ¢, (coucher). Fig. (8.3)
2. Sisinp < 0, alors ¢, (Lever) < ¢, (coucher). Fig. (8.4)

8.2 Temps mis par le disque solaire pour franchir un plan déterminé

Le soleil n’est pas un élément ponctuel, c¢’est pourquoi, dans son mouvement apparent, le disque solaire met un temps
to pour traverser un plan quelconque (A) et ou son centre (C) parcours une distance dans la direction normale au
plan, égale & son diamétre, quelque soit sa trajectoire. Ce temps peut étre exprimé par ty = t1 — to dans lesquels ¢4
et to sont respectivement les positions correspondantes (1) et (2) ou le disque solaire est tangent au plan (A).

Le calcul de t; et to s’effectue de la facon suivante.
1. Le plan (A) est donné dans le triédre (A) par son équation Z, =0
2. Le temps tg recherché est le méme dans des plans paralléles ; afin de faciliter le calcul on prend un plan horizontal
(A)g passant par le point géographique K et pour lequel : f, = fi =sinay et ¢, = —cosay, et dans ce cas :

W, = —cgsinpcosd — tp, sin§ = cos oy, sin p cos § — sin oy sin §

3. La distance moyenne Terre-Soleil est de dy = 149.5 x 10° km ; le diamétre du soleil est D = 1.4 x 10%km.
4. En position (1). C’est U'instant ot le centre du soleil (C) se trouve a la distance D/2 du plan (A); voir fig.
(8.5), d’ou :

8.8 W—D
() a1_2d0

5. En position (2). En faisant le méme raisonnement on obtient :

(8.9) 5% D
‘ 2724,
6. En développant les formules précédentes on trouve :
(8.10) i = b + frtand ! = b +t tan &
) smen = 2dy cos & ptan V1-f? " 2dj cos d cos ay, ama tan
_ 1 _
8.11 i = |——+ fptand = t tan §
( ) Si @2 [Qdo cos 0 + i tan ] 1= f}% 2dg cos d cos ay, + tan oy tan
En utilisant ces équations en () et en g, le temps recherché sera égal a :
P2 — ¥1

8.3 Temps de passage de ’ombre du disque solaire en un point P du
"vecteur horaire" pour un cadran solaire donné

8.3.1 Calcul de ¢,

1. Soit (A) le plan en H dans lequel se trouve le point P défini par le "vecteur horaire" a l'instant ¢ty de I’angle
horaire ¢y, ; on choisit, pour simplifier, un style perpendiculaire au plan (A).

2. Comme précédemment, dans le plan (A)g, paralléle au plan (A) et horizontal au point géographique K, le
temps tg recherché est le méme ainsi que le vecteur horaire mais avec différents coefficients "c.t.p." et pour
lequel I’angle horaire est :

EqT
(8.13) or =151, + Ap +90° —%—15]\1

si tg est I’heure légale et A\, =0
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3. Dans le plan (A)y se trouve 'angle py entre le vecteur horaire et 'axe X, K (fig. (8.6))

fosin g — cotand

COS P

(8.14) tan py, =

avec fo =sinag = fi et cg = — cos oy,

!

4. Le vecteur du plan (A;) formé par le style normal et son "vecteur horaire" a pour expression :

(8.15) (AR )0 = —7o sin ug + Ja 08 1t

voir fig. (8.6), et qui prend dans le triedre (2), d’apreés les formules (2.7), I'expression : valeur :

—

(8.16) (A1K)s = iy sin wr + fgfo cos g, + Egco COS LU,

5. Le plan que doit traverser le disque solaire est le plan (A3) paralléle au précédent et horizontal au point Ks,
cas qui a été étudié précédemment avec la valeur fo = cocosp et par conséquent, en appliquant les formules
étudiées (8.10) et (8.11) on trouve :

D 1
8.17 i R — tand
(8.17) S 2dg cos & + o cos . tan 1 — ¢ cos? puy,
(8.18) g = —— 24 tan !
. sin g = 5 c0s Cp COS [ tan — c(2) o
alors le temps recherché est :
P2

(8.19) to temps en heures

15

8.3.2 Discussion

1.Sifp=fi=1 ap=90" et ¢ = cosay =0, alors le plan (A) est paralléle au plan équatorial et les formules
précédentes deviennent :

(8.20) sinp; = b =(C"
) 2dg cos §
La durée t( est constante pour n’importe quel point P et est fonction de §

-D
8.21 singg = ————=C"
( ) b2 2dg cos 0
2. Supposons que fp, = fr =0, ax =0° et cg = 1, alors on est dans le cas d’un cadran solaire polaire. Si de plus,
i = 0, alors les valeurs des formules des sinus ne seront plus valables. Motif : le plan (Ag) sera paralléle &
I’équateur et le disque solaire, qui se déplace sur la sphére céleste sur un paralléle, ne le coupera pas.

8.4 Exemples de calcul

1. Temps mis par le soleil pour traverser des plans paralléles en diverses latitudes pour différentes valeurs de la
déclinaison du soleil :

a §=2344" 5=0"
00.00 ° 2m19° 208°
40.40° 3m16° 2m48°
62.00 ° 834 4m32°
66.00 ° 2614 5714

2. Calcul du temps que met 'ombre d’un disque solaire pour couper le point P d’un cadran solaire situé au point
géographique H (42 °) pour une inclinaison et une co-déclinaison respectivement égales 4 i = v = 380", le 1*
septembre & 12" légales.
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Données.

¢ = —0.846283; d = 0.0301537; f = 0.5318798 (d’aprés la relation (2.3))

d =8.341; tand = 0.1466 ; cosd = 0.9894 (pour le ler septembre)

EqT =7 =0,117" (pour le ler septembre)

A = arctan(4) = —2.041°

wr =15ty + A +90° — % —30° =273.93° (si tp est I'heure légale et si Ay = 0)

sin g, = —0.8474 ; cos p = —0.53100; sinay = f = fo; cosay = ¢o = 0.8468 (selon (5.4))
tan gy = 0.6151; py, = 148.405° ; cos pu, = —0.8518 (selon (5.13))

En appliquant ces formules aux sinus des formules (8.17) et (8.18) on obtient respectivementles valeurs :
po = —8.37"° et p; = —9.17° , & partir desquelles on en déduit la durée recherchée :

(822

8.5 Figures

Fic. 8.1 —
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Chapitre 9

Lignes horaires

9.1 Relations entre les triédres (1) et (A)

L’intersection de plans paralléles aux plans Y7 = 0 et X; = 0 du triédre (1) avec ceux du triedre (A) génére dans
celui-ci les plans C et D qui donnent lieu aux cas gnomoniques suivant :

1. 'ensemble des plans C passant par un style paralléle & Iaxe de la Terre coupe une surface quelconque
S.(X,Y,Z) = 0 en des points P qui définissent les lignes horaires dans des plans, des cylindres, des cones,
des sphéres, etc...

2. ’ensemble des plans D, tangent & un cone droit d’axe paralléle & 'axe de la Terre et ayant son sommet &
Pextrémité d’un style, coupe une surface quelconque S,(X,Y, Z) = 0 en des points P qui définissent les lignes
horaires Babyloniques ou Italiques; et si un plan D est de plus paralléle & ’écliptique, les lignes seront des
lignes horaires Sidérales.

9.2 Lignes horaires (fig. (9.1) et(9.3))

1. Par projection successive de la variable Y7 sur les triedre (2), (3) et (A), on trouve dans le triedre (A) Pexpression
des plans C en fonction de ’angle horaire ¢ et des coefficients "c.t.p.".

(9.1) (msing +ncosyp) Xq — (asing +beosp) Y, + (dsingp — ccosp) Z, =0

2. La surface a étudier S, en coordonnées paramétriques, aura son équation correspondante en fonction d’une ou
plusieurs variables. On les étudie dans les cas suivants

9.2.1 Lignes horaires sur un plan

I’équation du plan de base est
(9.2) Z, =0
Et I'intersection avec les plans C' est :

mtanyp +n
. Y, =———
(9:3) P atanp+0b "7

Le réseau de lignes horaires sur un plan coincide avec la relation (4.35)

9.2.2 Lignes horaires sur un cylindre

La base du cylindre se trouve sur le plan Z, = 0 et son équation est :

Xa = Fl(w)
(9.4) Y, = Fy(w)
Zo =7,
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dans lesquels w est une fonction quelconque. La codte Z,, intersection avec le plan C, est exprimée par :

9.5) g _ (msinp 4+ ncos ) Fi(w) — (asin g + bcos @) Fo(w)
. b=

— (dsinp — ccos @)

et ou la valeur de Z, dans f(y,w) défini avec la relation (9.4) les points P

9.2.3 Lignes horaires sur un coéne

Un cone est défini par sa hauteur L et son sommet V' et par ’équation paramétrique de sa base sur le plan Z, =0 :
Sommet :  V(0,0,L)

Xa = Fl(w)

(9.6) Base {Ya — Fyw)

L’équation d’un point P(X,,Y},) sur une génératrice :

X, Y, Z,—L
-X, -Y, L
ce qui donne en coordonnées paramétriques :
Z,—L
X = —Fi(w) =~
(9.7) L
Z,— L
p
Y, = —F(w) T

Son intersection avec le plan C (en éliminant la variable Z,)

(9.8) 7 _1 (msing 4+ ncosy) Fi(w) — (asing + beos @) Fa(w)
: =

(msin g + ncos p) Fy (w) — (asing + bceos p) Fo(w) — L (dsinp — ccos @)

qui avec les formules (9.6) défini chacun des points P dans f(p,w).

Afin de faciliter la construction géomeétrique, soit Z; la distance depuis le point P & la base du céne. On a :
Zp Zy B Lz,

cosp \/T+tan?p  /FR(w) + F3(w) + L2

(9.9) Z, =

Pour simplifier la construction du cadran solaire, la projection du point P sur le plan Z, = 0, se trouve sur la droite
dont la pente est donnée par :

F
(9.10) tan Q) =

9.2.4 Lignes horaires sur une sphére (fig. (9.5))

L’équation paramétrique de la sphére est la suivante :

X, = Rsintcosw
(9.11) Y, = Rsin¢sinw
Z4 = Rcosy

L’intersection avec les plans C est donnée par I’équation :

(mtany +n)cosw — (atang + b)sinw +dtanp —c

0
tan

(9.12)

équation qui relie les trois variables définissant le point P dans la fonction f(¢,w, 1) = 0; la solution pour les angles :

— A chaque valeur de ¢ = Cte, pour chaque valeur de w, correspond une valeur de ¢ (Paralléles)
— A chaque valeur de w = Cte, pour chaque valeur de 1, correspond une valeur de ¢ (Méridiens)

44



Le style On se base sur le fait que le style est paralléle & Paxe de la Terre et que dans le triedre (A) (selon le
chapitre III) celui-ci est donné par les formules :

(9.13) (PH)o = —iah — juj +Faf 3si f>0
(9.14) (PH)o = inh+ juj — kaf 381 f <0

ou les angles sont donnés par :

(9.15) tan g, = —%
(9.16) sintg = f

9.2.5 Exemples

1. Cylindre parabolique avec la base dans le plan horizontal (v =i =90" : triedre (3))

La base se trouve sur le plan Zs = 0 et son équation dans le triedre (3) est :

X3 =2ptanw
(9.17) Y3 = 2ptanw
Z3=0

La cote Z,, intersection des plans C, est donnée par :

- 2p 2 .

(9.18) Z, = (tan® w tan ¢ + tanw sin a)
cos o

étant donné dans cecas: a =0,b=—sina, m=1,n=0,d=0,c= —cosa.

Les lignes horaires sont données par (9.17) et (9.18)

2. Cone avec une base elliptique dans le plan horizontal (v =i =90" : triedre (3))

La base se trouve dans le plan Z3 = 0 et son équation dans le triédre (3) est :

X3 =sinw

Y3 =2
(9.19) 3 cosw

Z3=0

et L=9

La cote Z,, intersection des plans C, est donnée par :

sinw tan ¢ 4 2sin o cosw
(9.20) Zp =9

sinwtan ¢ 4 2sinacosw — 9 cos o

La valeur de Z; du point P & la base du cone étant :

81 (sinw tan ¢ + 2sin acos w)
V3 cos?w + 82 (sinwtan ¢ + 2sin a cosw — 9 cos «)

(9.21) Z, =

Les lignes horaires se trouveront en utilisant (9.19) et (9.21).

3. La sphére. Elle s’étudie sur le plan vertical non déclinant : =0" et y =90".
De I’équation de la sphére figurant en (9.11) et de lintersection avec les plans C, il en résulte :

(9.22) tan 1) (coswtan ¢ — cosasinw) = —sina

et dansun tel cas:a=0,b=cosa, m=1,n=0,d=0, c= —sina.
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9.3 Figures

F1G. 9.2 - Z5 : Plan horizontal au point géographique
H

Fic. 9.3 - Fic. 9.4 -
Z, o
meridiens
paralléles
5]
R

)

H
Ya
Q
X, e
Fra. 9.5 -
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Chapitre 10

Lignes horaires Babyloniques, Italiques et
Sidérales

En substituant, dans le triedre (1), le vecteur "déclinaison du soleil" —jod" par celui de la latitude géographique du
point K (de vecteur —joa}), on crée le plan X; = 0; maintenant le plan D; coupe la sphére Terrestre selon des
grands cercles, représenté par le triédre (2) au moyen des plans Dy et qui ont les caractéristiques suivantes :

1.
2.
3.

Ce sont des cercles horaires car ils sont situés dans le triédre (2)

Ils s’appuient sur des paralléles de latitude (90° — ay)

Ils sont paralléles au plan de ’horizon des points géographiques K, (g, A\x) compris entre les latitudes

90" —e>ar>—(90" +¢)

Son enveloppe est un cone droit dont ’axe est celui de la Terre, avec le sommet en son centre et de demi-angle
au sommet oy

Les plans D (X;+Cte= 0) du triedre (1), paralléles aux plans précédents et translatés dans le triedre (A)
passent par le sommet d’un style donné et avec des angles horaires distincts, coupent une surface quelconque
So(X,Y, Z) =0 selon des lignes horaires Babyloniques, Ttaliques, Sidérales ou Equinoxiales

L’étude de ces lignes correspondant au point K, s’effectue pour le point H, de latitude oy en fonction des
coefficients "c.t.p." et de la latitude ay,

7. Si a = ay, les lignes se référent au plan passant par H

8. Si ag =90° — ¢, on crée les lignes Sidérales, avec leur propre angle horaire

9. Si oy = 0, le cone, enveloppe des plans Ds, devient une droite paralléle a 'axe de la Terre. Par conséquent, on

génére un faisceau qui coupe un plan quelconque, selon des lignes équinoxiales, avec d’autres angles horaires,
en faisant coincider, par définition, le plan D; avec le plan Xy = 0, c’est-a-dire, que les plans Dy sont perpen-
diculaires a I’équateur et ceux-ci coupent la sphére Terrestre selon les méridiens. Ce cas est le méme que celui
du faisceau de plan C (chapitre IX), générés par le plan Y1 = 0 et qui différe des nouveaux angles horaires qui
seront étudié par la suite.

10.1 Angles horaires (fig. (10.3))

Les nouveaux angles horaires se définissent, comme ’équinoxiale ¢ dans le triedre (0), et ses origines définies dans
le triedre (3) par la formule (8.2) siny = tan oy tand, sont dans le triedre (0) avec ax = 0, (8.2), sinp = 0. De
Porigine des deux résulte : 'angle horaire babylonique ¢, sur 'axe —YpH et I’angle horaire ¢; (ou son inverse 1’angle
horaire pg) sur 'axe Yo H. En acceptant le fait que les heures babyloniques et italiques ont la méme durée que les
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équinoxiales, les relations qui existent entre les deux sont les suivantes :

(10.1a) wi=p—90"
(10.1b) po = 360" — ;
(10.1¢) oy = o+ 90°
(10.1d) Vb =i +180°
(10.1e) w; =151,
(10.1f) op =151,
(10.1g) 0 =15t+90"

On en déduit qu’étant donné que ces nouveaux angles sont fonction de 1’équinoxiale :
1. Les sinus et cosinus des lignes babyloniques et italiques ont le méme coefficient et ont des signes distincts

2. Les sinus des équations des italiques ont le méme coefficient et avec des signes distincts, et les cosinus ont le
méme coeflicient.

10.2 Equation des plans D

Les équations du plan D; dans le triedre (1) : X7 = 0, se trouvent dans le triedre (A) : X1 = Uz +Vo,y+W,oZ =0,
grace aux formules (2.4) et (2.5) du chapitre II. Ce plan génére les plans D a partir des gnomons et Angles horaires
correspondant a chaque ligne a étudier. Les équations sont les suivantes :

(10-2) (x*POm)Ua+(y*P0y)Va+(Z*P0z)Wa:O

ou bien la formule générale :

(10.3) Uz +Voy+Woz+Qa=0
(10.4) avec : Qa = — (Ua Py +V, Poy + W, POz)
D’ou :

1. Si le style est paralléle & I’axe de la Terre (f > 0) :
ko = —iah — Juj + kaf
(10.5) Qo =sinay
2. Si le style est paralléle a I’axe de la Terre (f < 0) :
—ka = —igh + juj — kaf
(10.6) Qo = —sinay

(On se rappelle que dans ce cas, en accord avec ce qui précéde, on doit changer le signe des "c.t.p." a, b, m, n,

h, j d’aprés (4.13bis) (excepté dans les coefficients du gnomon) ; mais changer de la méme fagon la valeur de
Q, les formules résultantes seront égales dans les deux cas. Les valeurs de @ se calculent en tenant compte des
formules (2.8) et (2.9) du chapitre II)

3. Si le style est perpendiculaire au plan de base, Ea, on a :
(10.7) Qo =—-W,

(Valable seulement dans le cas du style linéaire sur le plan Z, = 0)

10.3 Lignes horaires babyloniques et Italiques sur un plan

Son intersection avec la surface S,(X,Y, Z) = 0, actuellement Z, = 0, génére les équations des lignes Babyloniques
et Italiques sur ce plan, base du cadran.

(10.8) Usz +Voy+ Q=0

Avec @, et ¢ correspondant & chaque ligne, c’est-a-dire :
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10.3.1 Heures babyloniques (avec ’angle horaire ;)

Le style est paralléle & ’axe de la Terre avec le vecteur Eg et Q, = sinayg, alors I’équation des lignes horaires
babyloniques est :

(10.9) (—msin, —ncos gy + htanay) 4 (asing, + bcos gy + jtanag) y + tanag =0

Le style est normal au plan de base et a pour vecteur Ea et Q, = —csinycosay — dcos pp cos ai — fsinayg, alors
I’équation des lignes horaires babyloniques est :

(10.10) (—msinpp —ncosp + htanag) x + (asingy + beos pp + jtanay) y + dsinp, — ¢ cospp + ftanag =0

10.3.2 Heures italiques (avec ’angle horaire ;)

Le style est paralléle & ’axe de la Terre de vecteur Eg et Q, = sinay, alors ’équation des lignes horaires italiques
est :

(10.11) (msing; + ncosp; + htanag) x + (—asing; —bcosp; + jtanag) y + tanag =0

Le style est paralléle a ’axe de la Terre avec le vecteur Eg (avec Pangle horaire ¢g), alors I’équation des lignes horaires
italiques est :

(10.12) (—=msin pg +ncospo + htanag) x + (asingpg — beos g + jtanag) y + tanag =0

10.3.3 Enveloppes des lignes babyloniques et italiques sur un plan

Elles se déterminent en éliminant la variable ¢ dans les équations de ces lignes et de sa dérivé :

(10.13) (x — Pog) Ug + (y — Poy) Vot (z=PFPy,) Wo =0
(10.14) et (x — Pog) U, + (y— Poy) V. + (2 — Py.) W, =0

dont le résultat dans le triedre (A), est :

(mz — ay — mPyq + aPyq — sza)2 + (nx — by — nPyq + bPy, + cha)2

(10.15) 2
—taIlQOék (hl“ij—hP;a —ija+sza) =0

équation semblable & ’équation (4.16) du chapitre IV en remplagant ¢ par (90~ — ay).
Enveloppe dans le triédre (A) avec un style perpendiculaire au plan de base (vecteur Ea)
(10.16) (h2 — cos? ak) 2 + (j2 — cos? ak) y? 4+ 2hjay + 2hfr +2jfy + f% —cos® oy, =0

Type de conique de 1’enveloppe

Ellipse
(10.17) sin®ay, Z f? | Parabole
Hyperbole

10.4 Lignes horaires babyloniques et Italiques sur un cylindre (10.4)

Dans un tel cas, la fonction S, = 0 est celle d’'un cylindre dont la base se trouve dans le plan Z, = 0 et a pour
équationcaractéristique :

Xa = Fl(w)
(10.18) Y, = Fy(w)
Zo =7,
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et dans laquelle w est une fonction quelconque. La cote Z,, qui défini le point P, intersection avec le plan D est donné
par :

(10.19) U Xp+ Vo Yo +Wo Z, +Q, =0
qui avec les équations (10.18) on exprime les lignes babyloniques et italiques en fonction de @, et ¢ :

Fi(w)Uq + Fo(w) Vo + Qq
W,

(10.20) Z, =

10.5 Lignes horaires babyloniques et Italiques sur un cone (10.5)
Le cone se défini par la hauteur L du sommet V et par ’équation paramétrique de sa base dans le plan Z, = 0,
c’est-a-dire :

Sommet V(0,0, L)

Xa = Fl(w)

(10.21) Données du cone : Base
Ya = Fg(w)

L’équation du point P(X,,Y,) sur une génératrice :

X, -Y, L
il en résulte sous forme paramétrique :
Zp— L
Xp = —Fi(w)
(10.22) 727
P
Yp = —F(w) =

Son intersection avec les plans Den utilisant les expressions (10.19) et (10.22), prend la forme avec Q, et ¢ corres-
pondants :

Fi(w) Uy + Fo(w) Vo, + Qq
Fi(w) Uy + Fa(w) Vy — W,L

(10.23) Z,=1L
Afin de faciliter la construction géométrique, comme dans le chapitre précédent, soit Z, la distance depuis le point

P & la base du cone, on a :

Z, Zy B Lz,
cosp \T+tan?p  /FR(w) + F3(w) + L2

(10.24) Zy =

10.6 Lignes horaires Sidérales

On défini le jour sidéral par le temps écoulé entre deux passages consécutifs du point Vernal au méridien du point
géographique K. Comme il est impossible de matérialiser le point Vernal, on peut prendre une étoile fixe comme
référence, ou bien prendre en compte que le plan horizontal Dy au point K en un instant donné, tourne sur lui-méme
aprés une rotation de la terre de 360 ° . Si ce plan est paralléle au plan de I’écliptique, dont la position du soleil n’est
pas importante, et si le point K se trouve sur le paralléle terrestre o, = 90" — ¢, alors le faisceau des plans D génére
les lignes sidérales. Le procédé est le méme que celle des babyloniques et italiques avec 'angle horaire ¢, calculé dans
ce qui suit et qui indique, avec la condition imposé par la latitude, la différence avec ces derniéres.

10.6.1 Angle horaire sidéral (10.3)

Dans le triedre (0), le plan Zy = 0 est la base des angles gnomoniques ; on peut choisir origine de n’importe quelle
ligne horaire selon les circonstances, tel est le cas des lignes babyloniques ou italiques, en partant des axes qui
définissent les points de lever et de coucher. Et bien maintenant, pour des raisons astronomiques et par souci de
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simplicité, on choisit comme origine de I’heure sidérale zéro, celle définie par I'intersection du plan méridien du point
K, qui passe par le point vernal, avec le plan Zy = 0. C’est-a-dire qu’elle se trouve sur 'axe XoH, qui est de plus
origine des heures équinoxiales. Ainsi ce plan donne lieu, d’aprés la formule 10.26e, 4 la ligne babylonique de 18"
de ce point. Par conséquent, les relations entre les différents angles horaires sont donnés par :

(10.25a) wi=p—90"
(10.25b) op=p+90°
(10.25¢) ¢ =15t,+90°
d’ou

(10.26a) ws =p; +90°
(10.26b) Qs =y + 270°
(10.26¢) 05 = 15t,
-
o2

Les lignes horaires sidérales correspondent aux lignes horaires babyloniques augmentées de 18" et réciproquement
correspondent aux heures italiques augmentées de 6". En résumé les lignes horaires sidérales sont des babyloniques
ou italiques rapportées & un point du cercle polaire avec un angle horaire distinct ; par conséquent, tout ce qui a été
indiqué précédemment peut s’appliquer dans ce cas comme régle (ou principe).

10.6.2 Heures Sidérales
Style paralléle & axe de la Terre : —ky (e = 23°27').

(10.27) Ustp+Vouyp+ Qo =0

ps = 15t
avec
Qo= —sin(90° —¢)

11 en résulte :

h j 1
10.28 i s — s R —bsi B s =0
( ) <nsmg0 m coSs @ +tane> x—i—( Sin s + acos ¢ +tane> y+tane_

Par conséquent, les coefficients "c.t.p." correspondant aux sinus et cosinus des angles horaires des babyloniques et

italiques, ont des signes distincts, et celui des lignes horaires sidérales égal & ceux du rayon solaire, exceptés les
coefficients ¢, d, f.

10.7 Relations entre les diverses heures

10.7.1 Relations entre les heures équinoxiales et les heures Babyloniques — Triédre
(A)

Pour simplifier, I’¢tude se fait dans le plan horizontal d’un point géographique H avec un style paralléle & I'axe de la

Terre k9. Donc les "c.t.p." ont pour valeur :a=n=h=d=0,b= —sinag, m=1,c=cosay, f =sinay.
tan

(10.29) Yo = Te — Pe — Ligne équinoxiale (Chapitre IV)
SN & i

(10.30) —sinppxp +sinay (—cospp + 1) yp + tanay =0 — Ligne Babylonique

L’abscisse xy de son intersection doit étre égal & celle du vecteur horaire, c’est-a-dire celle sur l'arc diurne de
déclinaison §.

COS Y, tan a sin o g cos
(10.31) o = Sin o 4+ P ANOH _ 1 €08 e

sin (e — @)  _cosay sin g, + [ tand
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En résolvant 1’égalité précédente et les valeurs des angles ¢, et ¢, en fonction des temps correspondant, on trouve :
(10.32) cos (15 (t — tp)) = tanay tanod

1. La différence des angles horaires ou des temps est constante pour chaque déclinaison du soleil
2. Ces lignes se coupent sur la conique définie pour la déclinaison § donnée en (10.32)
3. sicos (15 (te —tp)); = cos (15 (te — tp))y, on vérifie que :

(10.33) 15 (te —tp); = 15 (te — tp), (te —tp)y + (te — tp)y = 24"

’La somme des deux heures différentes étudiées, pour une déclinaison du soleil constante, est de 24"

Exemple. Heures babyloniques 4 "Las Rozas" (ax = ag =40.49 °) :  L’intersection entre les lignes horaires
babyloniques et équinoxiales dont la différence horaire (¢, — t5) est de 5% est :

(10.34) tand = 1.1713 cos (15 (t. — tp)) = 1.1713 cos 75 °

L’intersection se trouve sur l’arc diurne 6 = 16.86 ° et selon 1’équation (10.33) se trouve aussi sur la différence horaire
(te —tp) = 19", Cet exemple est validé dans ce cas.

10.7.2 Relations entre les heures équinoxiales et les heures Italiques — Triédre (A)

En divisant la formule (10.32) cos 15 (t. — tp) = tan ay tan d, et en se rappelant la relation entre les angles horaires
des lignes de I’épigraphe (10.1c) ¢, = ¢; +90° on trouve les mémes résultats que dans le cas précédent.

(10.35) cos 15 (te — t;) = tanay tand
(10.36) (te — i), + (te — t;), = 24"
10.7.3 Relations entre les heures équinoxiales et les heures Sidérales — Triédre (A)

De la méme maniére que précédemment, on a ax = (90" —€), (10.26b) : ps = ¢p + 90 7, et la différence :
(10.37) (te —ts) = AR Ascension droite

On arrive a :

) tan . ) tan d
(10.38) sin(15 (t. —t5)) = P ol sin (15 AR) = P~

i . 180° b
(10.39) 15 (f =), = 180° =15 (le = 1)y o ARi+ ARy = ——=12

Exemple. Heures sidérales a Las Rozas (ax = ay = 40.49°) : L’intersection entre les heures sidérales et
équinoxiales dont la différence horaire (¢, — t.) est de 15", a lieu sur I’arc diurne de déclinaison :

(10.40) tand =sin75° tane = 0.420

§=22.79" et selon la relation (10.39) correspond aussi a la différence horaire (t. —t,) = AR = 78,

10.8 Propriétés des lignes horaires Babyloniques, Italiques et Sidérales

1. Condition pour que les lignes babyloniques et italiques soient symétriques par rapport & la sous-stylaire. Les
pentes dans le plan Z, = 0 des lignes babyloniques et italiques sont :

sin ¢y
10.41 t =
( ) e sina (1 — cos pp)
— sin i
(10.42) tan y; = L4

sin a (1 — cos ;)
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équations semblables mais ’origine est distincte. Pour que ces lignes soient symétriques par rapport a la sous-
stylaire, on doit vérifier que tan p, = — tan ;. Il en résulte une augmentation de ’angle ; de 180~ (ou t¢; de
121), dans le but que les heures italiques & partir de 12" se trouvent dans la partie visible du plan (A).

sin @y sin @; sin(p; + 180 °) — sin ;

sina (1 —cosey) sina (1 +cosp;)  sina (1+cos(p; +180°))  sina (1 — cos ;)
équation qui se vérifie pour :

(10.43) wp + ;s =360°
(10.44) (te +1t;) =240

’ La somme des heures babyloniques et italiques des lignes symétriques par rapport 4 la sous-stylaire est de 24".

Puisque ¢y, = ¢; +180 °, les heures italiques & partir de 12" coincident avec les babyloniques des mémes heures.
De la méme facon, si on traite des heures sidérales, tan ps; = — tan puge, c’est-a-dire :

— COS g1 — COS P52

cosasin gy +sinatan (90° —e€)  cosasin g +sinatan (90° — )
On vérifie que :

(10.45) Ys1 +ps2 =180° ou 440°
(10.46) et (ts1 +ts2) =128 ou (e +te) = 36"

2. Sicos (15 (te —tp)) = —cos (15 (t. — t;)) = tanatand, alors d’aprés (10.32) et (10.35) on vérifie que :
(10.47) 2t, =ty +1;

3. Sid=0", alors cos (15 (te —tp)) = 1 et cos (15 (t. —t;)) = —1, et par conséquent, 15 (t. —tp) = 90 °, etc...

(10.48) te—tp =6 et t,—t; =—6"
. . . tan
Pour les lignes sidérales : sin (15 (t. — t5)) = : d’aprés (10.38), par conséquent, :
ane
(10.49) te =t
(10.50) te =t, + 120

10.9 lignes horaires Babyloniques, Italiques et Sidérales pour les bifilaires

On a démontré dans le chapitre VI que 1’équation vectorielle du cadran bifilaire dans le triédre (B) est (6.8) :

o Apsingp + Bycosp + Hytand - My sin o + Ny cos ¢ + Jp tan
(ﬁ)b:ib]vlo b ' b ¥ b + 70N b ¥ b ' b

csing +dcosp + ftand csing +dcosp + ftand

c’est-a-dire que les coefficients Ay, By, et Hp du "vecteur horaire" sont multipliés par le facteur M et les coefficients
My, Ny et Jp par le facteur Ny (respectivement dans le triedre (A) par les "c.t.p." m, —n, h et —b, a, j) et qui sera
équivalent au vecteur horaire équinoxial avec un style normal au plan de base en multipliant ses composantes par les
scalaires qui définissent la hauteur de chaque fil...

Appliquant les formules (10.8) des lignes babyloniques, italiques et sidérales avec un style perpendiculaire au plan
de base, c’est-a-dire avec Q, = —W, et 'angle horaire ¢ correspondant au cas recherché, on arrive & la conclusion
suivante.

Les coefficients de la variable X sont multipliés par Ny, ceux de la variable Y par Mj et ceux de la constante par le
produit MyNy (voir le chapitre VI — cadran solaire bifilaire) et on arrive a 1’équation de la ligne horaire sidérale :

(10.51) NoUq p + Mo Vo yp + No Mo Qo =0
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exemple. Heures sidérales : ¢ = ps, ag =90° —¢, Q, = csinpsine + dcos psine + f cose.

La formule (10.12) pour les bifilaires se transforme en (10.52) :

A )

Ny <nsingasmcos<ps+> x + My (bsingoSJracoscszr J ) Y
tane tane

(10.52)

+ My Ny (csincps+dcos<ps+ f >=O
tane

10.10 Figures

Fi. 10.1 - Triedres (0), (1), (2) et (3)

180°

Py Lignes babyloniques

Plan équatorial

X

P
0 " Babylonique \

‘ 0 " Italiques

Po
Gs/
0" Sidér, p—" /
I-/w

\
X 0°

Origine des angles horaires

270° Y, 90°

Equateur

FiG. 10.2 — Lignes horaires babyloniques FiG. 10.3 — Les angles horaires ¢

54



(

Za i

1

1

. P

I
ZQ

H !

|

|

Q |
| /pa (x,,Y,)

L/

Fig. 10.4 —

Z, \Vv
[\
\
\\
B
P
Zq
Ya H Yp Zp \ Ya
Q Xp \\
\ \
\
\
P, (XarYa)
Xa
Fic. 10.5 —

55



Chapitre 11

Théorie des plans paralléles

Soient deux points géographiques H et K avec une dlﬁ'erence de longltudes wnk. En chacun d’eux se trouve un plan
(A)g et (A)k respectivement définis par leur vecteur : AHah = kah et AKak = kak

Si ces plans sont paralléles, leurs vecteurs sont confondus dans n’importe quel triédre; dans le triedre (2), (dont le
plan Zs = 0 est I’équateur), on a comme équation, selon (2.7), fig. (11.1) :

(11.1) Kan = Kak = ondn — Jonch + Kan fr = ondy, — Jorck + Kon fi

Les formules de changement de repére permettant de passer du triédre (2;,) au triedre (2) sont :

(11.2) 22k = 72h COS Yp — jzh Sin @pk
]21< = lzh SINPhE + ]2h COS Phk
¢ = —dp, sin ppi + ¢p, oS Ppk

(11.3) on arrive a dy, = dp, cos o + cp sin i
Jr=In

De 14 on en déduit :

1. La relation entre les "c.t.p." ¢, d et f et la différence de longitude ¢p , donnée par (11.3), est une condition

nécessaire et suffisante pour que les plans (A) g et (A)x soient paralléles
2. Les "c.t.p." f sont égaux dans des plans paralléles

n

3. Les plans paralléles dans un méme méridien ont les coefficients "c.t.p." ¢, d et f égaux

En accomplissant les relations précédentes on calcule ensuite les deux paires de paramétres iy, v, OU g, A\p qui
déterminent le plan (A); en fonction d’un des paramétres cités et en fonction des "c.t.p." du plan (A)y.

11.1 Connaissant aj et \;, trouver iz, et v,

11.1.1 Calcul de 7

c= —sinacosisiny — cos asin g

Partons des valeurs (2.3) : < d = cosicos~y . En multipliant fj par sin oy et cg par cos oy, et en
f = —cosacosisiny + sinasini

soustrayant on trouve (11.4) :

(11.4) ’sinz’;C = frsinayg — ¢ cos ay ‘

11.1.2 Calcul de

En multipliant cx par sin oy et fi par cosay et en les additionnant, on trouve :

¢ sin g + f cos ag

(11.5) tany, =
dy
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11.2 Connaissant i, et v, trouver a; et )\

11.2.1 Calcul de o4

En éliminant I’inconnue «y du quotient f—i, on a :
cpsinvyg — fr tant
(11.6) tan oy = : -
ci tani + fi sinyg
fr = sinag f f
. . . . o , h h
Si le plan (A)k est horizontal : ¢ ¢, = —cosay,  puis : iy =y, = 90° et par conséquent : tanay = —— = po—
Ck > ()
dr, =0
d’otn :
(11.7) sinay = fp

11.2.2 Calcul de )\,

En développant une des formules de (11.3) dp = d}, cos ppk + ¢ sin ppy en fonction de tan opy :

—dpep, +dLV (C}Ql + d,% — d%)

(11.8) tan ppr = tan (/\h - )\k) = 5 5
¢y, — di
Si le plan (A)x est horizontal on arrive a :
dp
(11.9) tan g, = tan (A, — Ap) = ——
Ch

Le méme résultat s’obtient avec la relation (11.3) pour la valeur dj, = 0.

11.3 Calcul des cadrans solaires dans des plans paralléles

A Taide de ce qui a été vu précédemment et partant de ’équation du "vecteur horaire" avec un style paralléle a ’axe
Terrestre, on étudie les deux solutions pour résoudre le cadran du plan (A)x dans le plan (A)gy avec les méme axes
et avec ’angle horaire ¢y, :

1. En fonction des coefficients "c.t.p." du plan (A) g et de angle ppy (différence de longitude)

2. En fonction des coefficients "c.t.p." du plan (A)k et de Pangle ¢y (différence angulaire entre la ligne de plus
grande pente Y, H, variable en chaque point géographique, et la sous-stylaire, fixe dans ’espace). Fig. (11.2)

Dans les deux cas, si le "c.t.p." f est positif, le style paralléle & 'axe Terrestre a pour vecteur Ez et pour vecteur
—ko si f < 0. De plus, si le coefficient angulaire de ’équinoxiale tan ¢ = _Th < 0, alors le plan est orienté vers ’est

(y>90°) et les "c.t.p." h et j ont le méme signe, et si tan ¢ = %h > 0 alors orientation est ouest (y < 90°) et les
"c.t.p." h et j ont des signes différents. Ceci est valable pour n’importe quel style.

(L’équinoxiale est (4.29) hz +jy+1=0).

11.3.1 Avec les "c.t.p." du plan (A)y et I’angle ¢y

En développant ’angle horaire en ¢ = @i + @nk, alors les coefficients "c.t.p." prennent la forme :

a1 = ap €oS Yk — by sinpp J1=Jn

b1 = by COS Ypk + ap, Sin Ppg C1 = Cp COS Ppk — dp, SN Ppk
(11.10) mi = My COSQPpk — Ny, SIN YhE dy = dp, cos ppk + ¢ sin ppk

N1 = Np COS Pk + Mp SiN Ppp Ji=fn

hi = hp

Ces coefficients "c.t.p."

My du méridien K et paralléle au plan (A)y afin que les "c.t.p.'

correspondent au méme "vecteur horaire" dans le plan (A)); situé au point géographique
' ¢1, dy, f1 vérifient la condition de parallélisme.
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De plus, I'angle ¢, entre 'axe Y, M du plan (sa ligne de plus grande pente variable en chaque point géographique),
et ’axe du vecteur horaire Y, M (c’est-a-dire la sous-stylaire, fixe dans Iespace), est dans ce cas constante et vaut
selon (3.8) : tany,n = %1 = h—’; = C'. On en déduit qu’au point géographique My, le "vecteur horaire" a ses axes
paralléles au "vecteur horaire" du point géographique H.

Si le plan (A)r est horizontal, alors son pole, le point géographique A, lequel est défini par sa longitude (11.9) :
tan ppr = —’Cj’—: et par sa latitude, (11.7) : sina = fj,, vérifie les conditions de parallélisme.

11.3.2 Avec les "c.t.p." du plan (A)k et I'angle i = @un — Pak

Le "vecteur horaire" du plan (A ) est ainsi égal au vecteur horaire de n’importe quel plan paralléle (A) g du point
géographique H, c’est-a-dire, (ﬁ( VK = (P—P)I )i, mais les axes des deux plans, variables en chaque point géographique
K ne coincide pas et sous-tendent ’angle @p. Par conséquent, le développement du "vecteur horaire™ du plan (A) i
dans le plan (A) g s’effectue au moyen des rotations des principaux axes :

hnjx — hijn

11.11 tan =tan (Qup — Pak) = — —
( ) Ok (Pah — Pak) T+ Jndn

En changeant les axes du plan (A)x d’aprés (11.2), (permutant dans ce cas les indices "h" et "k"), les nouveaux
"c.t.p." prennent les valeurs suivantes :

a2 = Q) COS Pk + My, sin Ppy J2 = jk €OS Gpk, — hy sin gpp
by = by, cos ¢hk + ny sin Qbhk' Co = Ck

(11.12) Mo = My, COS Ppi — Ak Sin Pk dy = dy,
Ng = N COS Ppp — by SIN Ppp fo=fr

ho = hy, cos i + ji Sin opk

Ces coefficients "c.t.p.", comme précédemment, correspondent aussi au méme "vecteur horaire" dans le plan (A)
situé au point géographique My du méridien du point K et paralléle au plan (A)gy pour que les "c.t.p." ¢a, do, fo
vérifient la condition de parallélisme.

Cercles "C". En projetant le vecteur Gan sur le plan paralléle au plan équatorial (A)g sous-tendant l’angle ¢y,
et projettant les plans tangents & la sphére Terrestre et paralléle au vecteur ian du plan (A) g, on se trouve placé
sur un grand cercle Cj, normal au vecteur. Il coupe I'équateur selon 'angle ¢}, et par conséquent la ligne des points
géographiques L comme les points My et A, et maintienne son cadran paralléle & lui-méme et ses axes XY K
son paralléles & ceux correspondant au point H, c’est-a-dire que ’angle entre la ligne de plus grande pente et la
sous-stylaire est constant (C'®). Fig. (11.3) et fig. (11.4). De la méme maniére, on calcule le cercle Cx passant par
les points géographiques K et Mg. On en déduit :

1. Un cadran situé¢ dans un plan (A)x se maintien égal & lui-méme et ses axes tournent d’un angle ., = C* en

n’importe quel point L du cercle Cy

2. Les coordonnées du cercle Cy sont données par : longitude A = ¢y, (variable pour chaque point géographique
L). La latitude sera exprimée par :

n np COS + my, sin
(11.13) tan oy = — = —" Phk h S Phk
hL hh

3. Les coefficients "c.t.p." calculés dans les parties précédentes remplissent les conditions : a; = ag, by = b,
my = ma, etc..., et relient entre eux, les coefficients "c.t.p." des plans (A) g et (A)k et les angles ppi et dng

4. Dans le cas d’un style normal au plan de base, on suivra la méme méthode en tenant compte des nouveaux
"c.t.p." (chapitre IV). Par exemple, a; = ny cos @pk + mp, Sin @pg, as = ng cos ¢p, — b sin Ppi, ... ete.

En résumé, le "vecteur horaire" (dénommé "aiguille" du cadran solaire) d’un plan (A)y se maintien toujours paralléle
4 lui-méme ; dans n’importe quel plan paralléle déplacé selon son méridien jusqu’au point géographique K, les éléments
gnomoniques : sous-stylaire, style, arc-diurnes, lignes horaires, etc. (soit la sphére du cadran) subissent une rotation
d’un angle ¢pk & partir des axes principaux du plan (A)g. En réalité, ce sont les axes du plan placé au point
géographique K qui tournent et non le "vecteur horaire".

Si le point K se déplace sur un autre méridien, tous les éléments tournent du nouvel angle ¢py et la "sphére" suit
indiquant ’heure en K, (ou la change, si ¢’est celle du nouveau méridien, ou n’importe quel autre) ; mais si la variation
de la longitude de K est de 15 °, cette "sphére" se maintien égale & la précédente (ou la suivante), mais change I’heure
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d’une ou plusieurs unités. Si les axes du "vecteur horaire" des lieux Ly sont paralléles & ceux du point H, son lieu
géomeérique est le cercle Cy qui passe, en plus du point géographique K, par les points M et A. Fig. (11.4)

Par conséquent, en fonction de ce qui a été dit, I’éclairement du point (A)x est fonction de ses coordonnées géogra-
phiques, tel comme cela a été étudié dans le chapitre VIII. (éclairement dans ce plan et dans le plan horizontal).

Discussion.

1.

Si ppr, = 0°, alors les points géographiques H et My coincident et le point K est dans le méridien de H. Fig.
(11.5)

2. Si ¢pr =0°, alors les points géographiques K et My et les cercles ”C” coincident. Fig. (11.6)

3. Si pr = dnr = 0°, alors les points géographiques H, K et My coincident ainsi que les cercles "C". Fig. (11.7)

Et si A se trouve dans le méme méridien, son plan est horizontal et ’ensemble des cercles coincident avec ce
méridien.

Si le point géographique A se trouve dans le méridien de K, alors il coincide avec My et son plan est horizontal.
Fig (11.8)

Si le point géographique A est placé dans le méridien de H, le point My se trouve au pole géographique et
le cercle "Cgx" est le méridien de H. Fig (11.9). Les plans des points géographiques L, perpendiculaires au
méridien, (v, = 90°, if, = ir), ont des valeurs égales pour les "c.t.p.", fonction de i; + o = C* afin de
remplir les conditions de parallélisme données en (11.3)

Dans des plans paralléles, un plan placé en un point géographique K (du cercle "Ck"), passera en un point
géographique K (du cercle "Cy") par rotation de ses axes d’un angle ¢py. Fig. (11.4)

Exemple. Angle ¢, que doit subir le plan vertical non déclinant (inclinaison I = 0" et co-déclinaison v =90 ")
placé a Stokholm (50.26 °, 18.30 *) pour le placer & Madrid (40.43°, —3.7").

Les "c.t.p." & Stockholm :

¢y, = ¢ = —0.8593
d,=ds =0
fn=fs=-0.5113

Les "c.t.p." & Madrid :

cr = cm = —0.7968 hy = hp, = —0.2549
di = dp, = 0.3219 i = jm = 0.8207
Jr = fm = —0.5113

La différence de longitudes est donnée par : ppr = g = 18.3 +3.7=22".

Le plan & Madrid, d’aprés (11.4) et (11.5) a pour inclinaison : i, = 15.96° et pour co-déclinaison v = 70.44 ",
orienté a 'ouest. Ce plan étant défini, les axes du plan & Stokholm tournent d’un angle ¢pr = 17.25°, le méridien
de Stokholm est le cercle Cg et le cercle Cps est celui qui passe par Madrid et le pole A (de latitude ay = —30.70 "
et de longitude A4 = 18.30 7).
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Notice

Introduction au programme de tracé de cadrans sous Excel

Programme AdV pour résoudre des cadrans solaires de gnomon quelconque

Soient fourni les données fondamentales du cadran (latitude, co-déclinaison et inclinaison), le pro-
gramme défini les coefficients de base, qui sont indépendant du gnomon. Il calcule aussi les coeffi-
cients du "vecteur horaire" ("V.H." équation générale du cadran solaire) en introduisant les valeurs
numériques du gnomon corespondant. De ’ensemble des deux, entre autre, se déduit les propriétés
suivantes :

— Avec le vecteur style paralléle & I'axe de la Terre :

— Si"f"> 0 le dit style sera dirigé au nord et les coefficients du "V.H." A, B, M et N coincideront
respectivement avec les coefficients de base "a", "b", "m" y "n"

— Si" f"< 0le style est dirigé vers le sud et les coefficients précédemment cités du "V.H." changent
de signe. Voir référence (2.6)

— Avec le vecteur style normal au plan du cadran, les coefficients du "vecteur horaire" ne coincident
pas deux a deux avec les coefficients de base comme dans le cas précédent. Voir référence (4.14)

— Avec un style distinct des précédents, étant ou non un vecteur, les coefficients du vecteur horaire
"V.H." ne sont pas confondu avec les coefficients de base

— Si"f"= 0, alors le cadran est polaire. Les lignes d’arcs diurnes sont des hyperboles. Voir références
(3.2) y (4.18)

— Si"A" y "5" sont de méme signe, le plan de base est orienté vers l'est, le coefficients angulaire de
la droite équinoxiale est négatif et la sous-stylaire se trouve & droite de la ligne de plus grande
pente du plan de base. S’ils ont des signes distincts, ont change respectivment les positions. Voir
références (4.30) y (4.31)

— La relation cos?d Z f? défini le type de conique de chaque arc diurne. Voir référence (4.18)

— Si le cadran marque I’heure d’un point géographique "K" en "H" on conserve tout ce qui précéde,
excepté 'angle horaire, qui varie de la différence de longitude ¢, entre les deux points
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